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Streszczenie <+ Abstract o« CoflOpjK8HMS

Praca stanowi prébe wyodrebnienia niektorych istotnych problemow
z dziedziny taksonomii (cluster analysis) . Wyodrebnienia tego dokonuje sie
na gruncie teorii relacji. Podstawowa relacjg dla klasycznej taksonomii, za-
ktadajacej podziat na klasy roztgczna, jest relacja réwnowaznosci, ktorej
wilasnosci sg przez autora szczegétowo badane. Jednakze pomimo wielu po-
siadanych przez nig, a pozadanych dla taksonomii witasnosci, wyniki uzy-
skiwane za jej pomoca sg czesto niezadowalajgce. Dlatego tez autor wpro-
wadza pojecie relacji n-rbwnowaznos$ci i bada jej wiasnosci. Nastepnie for-
mutuje sie oryginalng definicjg taksonomii, a wreszcie pokazuje sie, w jaki
spos6b znane metody taksonomiczne mieszczg sie we wprowadzonym forma-
lizmie.

On some cluster analysis methods

The paper is an attempt to distinguish some essential problems in the
field of cluster analysis. The process of distinguishing is based on the
theory of relations. The main relation for classical cluster analysis, as-
suming the partition, is the equivalence relation - its properties are in-
vestigated in detail by the author. However, in spite of several desired pro-
perties, the results are often not satisfactory. Therefore, the author in-
troduces a notion of 77-equivalence relation and investigates its properties.
Then the original definition of cluster analysis is formulated, and it s
showed in which way the well-known cluster analysis methods are contained
in the introduced formalism.

XapaKTepucTHKa hbkotopux TaKCOHOMmMmiecKMX mstoaob

HacToagaH patfoTa hbjihstch nonuTKOfi BHflejieHHH hokotophx cyage-
CTBOHHHX npO<g§I6M B OQJIBCTH TaKCOHOMHM.TaK08 BblfleJieH/e OCymeCTBJIHeT-
CH Ha OCHOB6 TeOpHH OTHOmMeHHfl. OCHOBHHM OTHOQIBHHOM B KJiaCCHqOCKOfl
TaKCOHOMMH, npoaycMaTpuBanmHM noapa3fl0JieHHe Ha  HenepeceicaioiiuiecH
KJiaCChl, HBJIHBTCH OTHOMOHHO 3KBHB8J8HTHOCTM, CBOttCTBa KOTOpOrO nO-
apOfiHO HCCJieflyiOTCH aBTOpOM. Ofl[HaKO HBCMOTpH Ha PHA NOJIOIHTOIIBHHX
cboHctb, KOTopuMM odnaaaoT TaKCOHOMMH, pe3yjiE>TaTH, nojiyqaouuo npH
80 nOMOip, qaCTO OK83bIB3IOTCH HOyflOBJIOTBOpHT8JUW>HHVH 1103TOMy  fikBTOp
BBOfIHT IHOHHTH8 OTHOBOH-H 7/-3KBHB8JIOHTHOCT/ H HCCJIOflyOT OrO CBOfl-
CTBa. Bcjioa 3a sthm aBTop $opuyjiHpy8T optirHHSJiBHoa onpefl©JIOH/0 TaK-
COHOMHH H, HaKOHOU, nOK83UBa8T, B KaKOM MepO H3BOCTHHO TaKCOHOMH-
tIOCKHO MDTOAN COOTBOTCTByDT BBCfIOHHOMy $0pM8JIH3My .
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WSTEP

Wielu nowym dziatlom matematyki stosowanej brakuje podstaw formalnych.
W sytuaciji tej nie bardzo wiadomo, jak formutowa¢ problemy; trudno wypowia-
da¢ sie na temat trafnosci rozwigzan. Pocigga to za sobg takze brak $cistosci
uzywanej terminologii, co z kolei sprzyja mylnemu uzywaniu wielu poje¢, nawet
przez pracujacych w pokrewnych dziatach matematyki stosowanej. Ta sy-
tuacja wystepuje takze w taksonomii, mimo iz pierwsze prace z tej dziedzi-
ny ukazaly sie na przetomie lat czterdziestych i piecdziesigtych. Celem ni-
niejszej pracy sa pewne aspekty formalnych podstaw taksonomii.

W naukach przyrodniczych taksonomig (gr. taksis = porzadek + nomos =
= prawo) nazywamy zespo6t zasad klasyfikacji gatunkéw zwierzecych lub ro-
slinnych, a takze sztuke ich opisywania i tworzenia jednostek systematycz-
nych. Termin taksonomia jest czesto uzywany zamiennie z. terminem seman-
tyka. Taki tez jest sens pojecia "taksonomia" w krajowych i zagranicznych
wydawnictwach encyklopedycznych.

W matematyce stosowanej taksonomia nazywamy dzial zajnlujacy sie po-
rzadkowaniem i dzieleniem na klasy danego zbioru obiektéw na podstawie
kryteriow sformutowanych matematycznie CI8J. W niniejszej pracy zaklada-
my ponadto, ze liczba klas nie jest narzucona A priori.

Stosunkowo niedawno pojawit sie w polskiej matematyce stosowanej ter-
min "analiza skupien" jako odpowiednik angielskiego "cluster analysis". Oba
terminy niezbyt szczes$liwie sugerujg, ze skupienia (clusters) sa a priori
dane i nalezy podda¢ je odpowiedniej analizie.

Blizszy prawdzie jest termin "cluster seeking", cc dostownie oznacza
"poszukiwanie skupien”, ale autor nie spotkal sie do tej pory z tg ani ja-
kakolwiek inng prébg ttumaczenia na polski terminu "cluster seeking". Bu-
dzi takze zastrzezenia uzywanie stowa "skupienie", sugeruje to bowiem ist-
nienie pewnych centréw, co nie zawsze ma miejsce.

Co witasciwie oznacza stowo "cluster"? W £21J czytamy m.in. "a numb-
er of similar things considered as a group because of their relation to each

other"l, zas w £3l - "cluster" charakteryzuje sie jako zbiér elementéow "as
much alike as possible"”.
Autor proponuje, aby terminéw "taksonomia" i "analiza skupien" uzywac

zamiennie, cho¢ ze wzgledu na brak formalnych definicji trudno jest w pet-
ni wypowiedzie¢ sie na ten temat. Pozostaniemy przy terminie taksonomia ,
rozumiejac go intuicyjnie jako polski odpowiednik terminu "cluster seeking".

Praca niniejsza skilada sie z trzech rozdziatéw.

W rozdziale 1 dyskutuje sie wilasnosci podstawowej dla taksonomii reia.
cji rbwnowaznosci, a takze wprowadza sie pewng klase relacji zwrotnych
i symetrycznych z ostabionym warunkiem przechodniosci, zwanych przez au-
tora relacjami n-réwnowaznosci, ktérej wlasnosci bada sie ze szczegélnym

ALiczba podobnych przedmiotéw rozwazona jako grupa z powodu ich
wzajemnych relacji.
2 Najbardziej podobnych.
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uwzglednieniem analogii do relacji réwnowaznosci. W rozdziale tym podaje
sie tez konstrukcje najmniejszej relacji robwnowaznosci zawierajgcej dowol-
ng ustalong relacje oraz pokazuje sie, ze najwieksza relacja réwnowazno-
Sci, zawarta w dowolnej ustalonej relacji spetniajgcej warunek zwrotnosci,
nie jest wyznaczona jednoznacznie. Rozdzial 1 zamyka dowdd pewnej wia-
snosci relacji porzadku, z ktorej korzysta sie w rozdziale 3.

Rozdziat 2 poswiecony jest definicji taksonomii. Korzystajac z faktow
udowodnionych w rozdziale 1, autor formutuje propozycje definicji taksono-
mii, a nastepnie definiuje taksonomie i.metode taksonomiczna.

O taksonomii zaktada sie tylko tyle, ze jest wyznaczona jednoznacznie
i ee elementy bliskie (podobne) nie moga naleze¢ do réznych klas. Mimo to
tzw. metody nie-hierarchiczne (patrz rozdziat 7 tI3)nie spetniajg tych wa-
runkéw i nie sg metodami w sensie niniejszej pracy (patrz przykiad 1) .

W rozdziale 3 pokazuje sie, w jaki sposob relacja stabego porzadku na
parach obiektow, ktérg mozna wystowi¢ jako "Qf jest bardziej podobne do 6,
niz C do cl") generuje metode taksonomiczng; w dalszej czesci definiuje sj.e
quasi-metryke jako reprezentacje {R - zbior liczb rzeczy-
wistych nieujemnych) .

W pracy nie wprowadza sie podzialu na twierdzenia, lematy,uwagi, wnio-
ski etc. Wszystkie fakty nazywane sa po prostu faktami i oznaczane przez F
z numerem kolejnym. Numeracja faktéw i definicji jest w pracy jednopozio-
mowa.

Praca niniejsza oparta jest na pracy doktorskiej autora, jednakze w sto-
sunku do pierwowzoru zrezygnowano w niej z niektérych nieelementamych
dowodéw, m.in. opartych na pewnika wyboru lub lemacie Zorna. Dodano na-
tomiast oméwienie uzyskanych wynikéw. Zmiana ta nie spowodowata zuboze-
nia tresci, a jedynie uczynita jg bardziej przystepna. We wszelkich bovn.em
zastosowaniach praktycznych taksonomie uprawia sie w zbiorach skonczo-
nych, uproszczone dowody obejmowaty takze nieciekawe dla aplikacji przy-
padki zbioréw nieskornczonych.

WPROWADZENIE

Efektem finalnym zastosowania jakiejkolwiek ze znanych metod taksono-
micznych (cluster analysis) , jest otrzymanie podziatu zbioru obiektéw X na
tzw. klasy roztgczne, patrz def. 2, 3. Z kolei wiadomo, ze podziat zbioru
na klasy roztgczne definiuje pewng relacje réwnowaznos$ci w rozpatrywanym
zbiorze obiektéw X, patrz F3. W przypadku metod hierarchicznych . (patrz

np. [1]) mamy do czynienia z ciggiem relacji réwnowaznosci, ktoéry ze
wzgledu na fakty F4--F10 ma jednakze pozadane przez nas wilasnosci.
Zastanéwmy sie przez chwile nad "wejsciem"” do taksonomii. Otéz na

0g6t startuje sie do niej z tzw. macierzy odlegtosci z okresSleniem tzw.
progu lub progéw krytycznych, stuzacych do stwierdzania, czy dwa obiekty
lub klasy obiektéw sg w stosunku do siebie wystarczajgco bliskie. W jezyku re-
lacji mamy tutaj do czynienia ze z gory zadang relacja zwrotng i symetryczng /?,
zwang przez autora dla krdotkosci - relacja bliskosci.

Podstawowy problem taksonomii polega zatem na powigzaniu tej relacji
z wynikowg relacjg rownowaznosci. W pracy sugeruje sie dwa podejscia do
tego problemu:
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1) relacjg réwnowaznosci definiowaé¢ jako najmniejsza relacje réwno-
waznosci R, bedaca nadzbiorem relacji R;

2) relacje rownowaznosci definiowa¢ jako najwiekszg relacje roéwno-
waznosci R, bedacg podzbiorem relacji R.

Podejscie 1 okresla szukang relacje w sposob jednoznaczny, patrz Fil,
jednakze z dowodu F il wynika, Zze mamy do czynienia z tzw. (w literatu-
rze na temat "cluster analysis") "chaining effect" - efektem tancuchowania.

Podejscie 2 okazuje sie by¢ niejednoznaczne, nawet w przypadku kilku-
elementowych zbioréw X, co pokazano na przyktadzie 1. , -

W zwigzku z powyzszym autor wprowadza rodzine relacji R' . zwanych
relacjami n-rownowaznosci (def. 13) , ktére co prawda, ze wzgledu na obu-
stronng implikacje F3, nie moga generowac¢ podzialdw roztgcznych, ale po-
zostale wiasnosci relacji rownowaznosci przenosza sie na nie. Ponadto cha-
rakteryzuja sie one takze innymi ciekawymi wiasnosciami (FI4~F17). W tym
samym punkcie (1.3) autor bada réwniez wiasnosci relacji bliskosci R. Nie-
zwykle istotny jest tez fakt, ze w zbiorze skonczonym dla kazdej relacji
bliskosci R istnieje takze n , ze R jest relacjg /”~-réwnowaznosci.

Rozdziat 1 stanowi materiat do sformutowania w rozdziale 2 definicji
taksonomii. Omoéwimy ja tutaj nieco szerzej. Rozwazmy pr-zypadek, kiedy re-
lacja bliskosci R jest relacja réwnowaznosciag mamy woOwczas oczywiscie
R =R. Jezeli natomiast K=R'”" | to (patrz przykiad 1) otrzymana relacja
rownowaznosci R "zniszczy pierwotng struktur'e relacji R. Pozostaje tu
otwarty problem, czy mimo wszystko decydowac sie na definiowanie taksono-
mii jako funkcji prowadzgcej do zbioru klas roztgcznych (propozycja 1),
czy tez taksonomie traktowac jedynie jako "opis struktury" relacji R, pozo-
stajgac na okresleniu, jaka jest ona n-réwnowaznoscig (propozycja 2) .Oczy-
wiscie nawet w przypadku zdecydowania sie na propozycje 1, wskazane jest
"przejrzenie" relacji R. Im wieksze bedzie n, tym bardziej relacja R nisz-
czy¢ bedzie pierwotng strukture R. W metodach hierarchicznych takie po-
stepowanie nalezatoby wykonywa¢ na kazdym kroku, stad tez, obok definicji
taksonomii, autor podaje definicje metody taksonomicznej.

Wigze sie to z przykladami metod taksonomicznych uzyskiwanych w roz-
dziale 3. Intuicje zwigzane z wprowadzong tam relacjg stabego porzadku i ge-
nerowaniem przez nig relacji réwnowaznosci wygladaja nastepujgco: Jezeli
jesteSmy w stanie stwierdzi¢ o czwOrce elementéw, ze a jest bardziej bli-
skie do 6, niz ¢ w stosunku do d, to oznacza przez zastosowanie forna-
lizmu z punktu 3.1, ze w zbiorze obiektow X wprowadzone zostato skalo-
wanie typu: elementy bliskie (do siebie) , elementy dosy¢ bliskie, elementy
dosy¢ dalekie, etc. W praktycznych metodach taksonomicznych, aby uzyskac
ten sam efekt, zaktada sie daleko wiecej, mianowicie metryzuje sie prze-
strzen X, i wprowadza tzw. progi krytyczne, przestrzen X mozna metryzo-
waé¢ w rézny sposéb, ale chociaz jest temu zwykle poswiecony caly roz-
dziat w wydawnictwach ksigzkowych na temat “cluster analysis", np. [1],
autor nie spotkat sie jednak z zadng préba -analizy przydatnosci konkretnych
metryk.

Préby analizy metod taksonomicznych takze na ogét mijaja sie z istotg
problemu, dyskutuje sie na ogdt sposoby usuniecia "chaining effect", otrzy-
mujac w razie jego usuniecia na ogét podzialy niejednoznaczne. Zdaniem au-
tora nalezatoby korzysta¢ wiasnie z jezyka relacji: wprowadzi¢ relacje sta-
bego porzadku, jak w rozdziale 3, lub o ile to mozliwe, od razu skalov'a-
nie, nastepnie dla otrzymanej relacji bliskosci R okres$li¢ n takie, ze R
jest relacjga n - réwnowaznosci, wreszcie podjg¢ decyzje, czy celowe jest
zanurzenie rejacii R wR.



Rozdziat 1. WLASNOSCI RELACJI ROWNOWAZNOSCI | «-ROWNO-
WAZNOSCI

1.1. Podstawowe definicje

Def. 1. 1) Funkcja f : X-*Y jest iniekcjg <= (jr f

2) Funkcja f: J-~Vjest surjekcjag<=>f{X) =Y},
3) Funkcja f: X-+-Y jest bijekcjg <=> ( f jest iniekcja a /jest surjekcja);

Fl. 1) Jdezeli f jest iniekcjg, to istnieje g:Y -—X takie, ze g = f jest
identycznoscia w X. Funkcjg g nazywamy odwrotnoscia lewg generowang
przez f (krétko odwrotnoscia lewa) .

2) Jdezeli f jest surjekcjag, to istnieje s:Y—X takie, ze f»s jest iden-
tycznoscig w Y'. Funkcjg s nazywamy odwrotnoscia prawg generowang przez f
(krotko odwrotnoscia prawa) .

3) Jezeli f jest bijekcjg, to istnieje f~ :Y —X takie, ze f~ < f jest
identycznoscig w X, zas f jest identycznoscig w Y. Funkcja na-
zywamy odwrotnoscig generowang przez f (krotko odwrotnoscia) .

F2. g \X-~Y; f:X-“Z. Warunkiem koniecznym i dostatecznym dla istnienia
przeksztatcenia' h: Y —2Z takiego, ze f=h*g, jest (ffCr) - giy)**f(j() =/((/);
Funkcja h wyznaczona jest jednoznacznie. Jezeli s . odwrotno$¢ prawa ge-
nerowana przez g, to h >f»s.

X

Dowdd : =t>

Jezeli f-h-g, to oczywiscie gW - g (y)=$f(x) » ~ (*/). Dlakazdej odwrot-
nosci prawej ,s generowanej przezgrmamy h -/?«(y»s) - f»S-h jest wiec okre-
Slone jednoznacznie.

Zatozmy, ze g{j() = g(y) = f(y) . Niech 5 - odwrotnos$¢ prawa ge-
nerowana przez g ,potézmy h =frs\ dla dowolnego ~re X mamy o(s(8r(jr)))
co z zatozenia g{jr) =g(y) = fiy) pociaga za soba ,

Stad h(g (v ) = f\jo) .
c.n.d.
Def. 2. Rodzing zbioréw (JE)sej nazywamy pokryciem zbioru X, jezeli
(Vied).] Xii 0a X- U Xt.
Def. 3. Rodzing zbioréw (Xi)iej nazywamy rozbiciem zbioru X, jezeli
jest pokryciem i ponadto (£, /eJa ifj ) A = ~0.

1.2. Witiasnosci relacji rébwnowaznosci

Def. 4. Relacjg S-zwrotng, symetryczng i przechodnia w X nazywamy
relacjg réwnowaznosci w X.
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F3. Kazde rozbicie zbioru "wyznacza pewna relacjag réownowaznosci i od-
wrotnie, kazda relacja réwnowaznosci w X wyznacza pewne rozbicie”.

Dowod.: Zdefiniujmy relacja S nastepujaco: {jr,y) eS (37¢]j)
Ue XtayeXi) . Sjest zwrotna i symetryczna z definicji. Niech teraz
i~r,y)e Sa (y,z)eS =>3ied) \(j(eAA yeldfj)ABjzJ) \(yeXjA ze Aj) .
Poniewaz (Xj)ied jest rozbiciem X, wiecyeX[AyeA i =j, stad i3iej)\(.~re%/iz€je)=$
=>{jr,z) e $.

Niech 5 badzie relacjg réwnowaznosci. Zdefiniujmy (**{/)€ S}.
Przypusémy, ze n Iyt 0. Oznaczmy y n 1¢j(,<=> vy e{y:
ix,y)eS} AyQe{y. (x',y)eS}. Zatem (JC,yo)eSA (x!yo)eS . Stad ze wzgla-
du na symetrig i przechodnio$¢ S mamy (jc .JC”eS . Zatem Jcek\ AX'ck”

" em”™ U i« t wiec szukanym rozbiciem zbioru X e q
c.n.d.

Def. 5- Zbiory ( jcex nazywamy klasami abstrakcji relacji rowno-
waznosci S. Zbiér klas abstrakcji relacji rownowaznosci 5 oznaczacd ba-
dziemy przez NIS. Funkcjg f : X— »JNS badziemy zawsze rozumie¢ jako
surjekcjga. Surjekcja ta wyznaczona jest jednoznacznie przez S.

Def. 6. Relacja A okreslona w X jest zgodna po jc z relacjg rownowaz-

nosci S wX, jezeli e Ra(* ,y)e b5 =>

Def. 7. Funkcja fi X —»X jest zgodna z relacjg réwnowaznosci 3, jeze-
li relacja R = { ( = jf(*0} jest zgodna po X <z relacjg rowno-
waznosci S.

Def. 8. 5% &2 m relacje réwnowaznosci w X. cS2<=> (.(r,y) e

=>(*y) e S2) o ((3U,y) e S2) |0*%y) i Sj);

FA.g : X~*X\'5; /? y|S—*-Y. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, zeby f : X—"Ybyla zgodna z 5, jest istnienie przedstawienia f w po-
staci h»g. Przeksztatcenie h jest wyznaczone jednoznacznie przez f; jezeli
3 - odwrotnos¢ prawa generowana przez g, to = N*5,

Dowdd: Na mocy F2 wystarczy pokazaé, ze zgodnos¢ jest réwnowazna
warunkowi g (™r) - y(y) =&fCr) = f(y)* Zgodno$¢ f jest réwnowazna wa-
runkowi jc,y eKjf <om f(y). Jednocze$Snie mamy je,y” g{ic) <=g(y).
Stad ze wzgladu na przechodnios¢ <=> mamy g(*r) = g(y) <=>7(jr) = T(y) .
Zatem gr(-) =g(y) =>f(J) =f(y} .

c.n.d.
F5. JT—<sTItfjt f I X~X\S2\ Sr
Teza: h: —*'A|52 #®St wyzpaczone jednoznacznie przez f.
Dowdd: 52 pocigga za sobg zgodnos¢ f z SN Na mocy F4 ma-
my f ~h»g, przy czym h jest wyznaczone jednoznacznie.
c.n.d.
F6. Dwie relacje rownowaznosci w X takie, ze cr S2 wyznaczaja
w sposob jednoznaczny relacja réwnowaznosci S~ w JTJSl tak, ze Cx]5)|S.=
« X\S2 (dowdd z def. 5, F4, F5). J 1 J
F7. 5 - relacja réwnowaznosci w X. S, - relacja réwnowaznosci
w VST S i 53 wyznaczajg jednoznacznie relacja w X tak, ze "

~J\S2 * 'wre = - (i7T™MY) t A 8)} m
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F8. k- - dowolna klasa abstrakcji relacji 5 ; Km - dowolna klasa
e 1 1 i 2
abstrakcji relacji S S c SO; (VK-) (B3 /&) \IC ez K: .
1 ] 2 1 2
Dowdd: Przypusémy, ze (3 K.)(V j-) K: S K: .Stad i#50’
*1 *2 1 2 1
zatem ze wzgledu na I¢“£€ 5 £ 5™ otrzymaliSmy sprzecznosc¢.
1 1 , -c.n.d.

F9. Istnieje co najmniej jedna klasa abstrakcjirelacji£ “%taka, ze istnie-

je dla niej klasa abstrakcji K; relacji S~, ze K:C fc- (5 CvS )
*

2 ‘A *2 1 2
Dowdd : W przeciwnym przypadku, ze wzgledu na F8otrzymalibysmy
c.n.d.
FIO. iC - dowolna klasa abstrakcji relacji S.. - dcwolna klasa
1 2

abstrakcji relacji 5" m5"c: SN

Teza: *» = U k;”~ (dowod z F8 i F9).

D owxL N\

Niech R oznacza dcwolng relacje dwucztonowg wX. Wprowadzmy na-
stepujace oznaczenie: U,y)ei?<=>U,!/)e/? v (y,jr) e R. Okresimy dalej
relacje R w nastepujacy sposoéb:

df
R - {(~,72) = *2) V (3ke M (3~,..., |(C*r, e Ra

a02 yk)E R A (Vi <i <Xr- Di (®, "+~ /?} ; [*« £1,2,3,... }.

Fil. /? jest najmniejszg relacjg réwnowaznosci w ” zawierajacag tf.
Dowdd : 1° /f2c #. Niech (~ ,+0) e /2. Niech ponadto = jro;
Zatem dla pary istnieje ciag taki» ze i/j)e NA( Jetfa

enN z= N 1'A2AN N7 Stad
2° N jest relacjg rownowaznosci. Zwrotnos¢ i symetria wynikajg bezpo-
Srednio z definicji/?. Niech (.* ~jw>a”™ ~ 3 AN 2~ 2*3) (w przeciwnym
przypadku pokazanie przechodniosci jest natychmiastowe) .

(r ,*2)efl a (~2,jr3)eR =>{3ken (B y~r,..., (((~ ,y”e Ra
(ir2,ykle Ra CV1i<i <ik-1) |((¢/¢, 2tp e R )a (3 Le 2V Zj z,)

(((er~zne /2a (jr*Z;) e Ra (V1< i <i-1) (z,-, z/+™) e P => >
A (Bvom- £+7)y) (Bun,... yk yk+l = zL,..., ym= zL) | ((~,y efa

accn~r.~¢ /?2)a (V1< 7 .< DI((er., ™) e /?))=>("N,-*-3) e #.
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3° Niech R oznacza dowolng relacje réwnowaznosci, zawierajgca”’;
istnieje ce najmniej jedna taka relacja —3?. Wystarczy pokazaé# c R.
(V.re X) 1 e R a R >((-*, x)e R =~ (jr,Ate fif) . Niech
t j2 «inlLjr2)e R=* (B/ce N) (3 y»,... .YE\((jr™,y™)B Ra{x2, e Ra

A(VI<i <£-1) K(itrx~M+1)e *) 2 ==> Ze wzgle-
du na symetrie /? mamy M a e A> Analogicznie e™A
a (yk,J2)eR. (Vi <i <k-I)\(ijt,y.+])e R a (y. ..¢cp e/?. Ze wzgle-
du na przechodnio$é AA(‘ mamy (»r ,i/)e ;\: a e ’/\VA x Jran ESA’:>
e R m Zatem 6 R. CAr,N) e /2
c.n.d.

Def. 9. Najmniejsza relacje réwnowaznosci R w X zawierajgcg dang
relacje R w X nazywamy relacjg rozpietg na relacji R w X.

Zastanowmy sie teraz nad problemem najwiekszej relacji réwnowazno-
sci R zawartej w dowolnej relacji R wX. Jezeli (V*re X) N R, to
oczywiscie R nie istnieje. Przypusémy zatem, ze (3*r € X) |(-*,«0 6 R i
rozwazmy nastepujacy:

Przyktad 1. Niech Jenjey je, gch .
A ] /\C A i ( ) | ( t_*a) /\_/\29 A"*z*"*z/\ I\*l\21*93/\ “i3* A x
A"*S**'QA LV 3 1;:/\3,\ , \,_/\

) . m*5 ) 1*5/\ * AN 6*A6/\/\‘

Wykres relacji R zaznaczono linia ciggta.
u u

" " przerywana.
a " " kropkowans.
Ry — 14N >3 A VG RN S(*20Nf) L N3
Ny *2) Sy JySEEAEN A F o,  x A5 s )

/0 jest oczywiscie relacjg rownowaznosci. Przypusémy, ze istnieje re-
lacja rownowaznosci R taka, ze £ ¢ A* Sprébujmy skonstruowac¢ R do-
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tgc2ajac do po jednym elemencie (i konsekwentnie inne elementy tak, aby

R byta relacjg réwnoy-aznosci) . Ze wzgledu na definicje R i R mozliwe sa
jedynie nastepujgce przypadKkKi:

Ry L J
R| 1 t
RA U *

RM u {U5>J3)

Rozpatrzmy pierwszy z nich (dla pozostatych rozumowanie jest analo-
giczne) .

df
R - By U{("j, )} *

Poniewaz € . j==>A12fA3) € R. Z przechodniosci R mamy &8A
- CjrMt e R ==>("2»-") e A*e (=2’ N stad sprzecznos¢ z zato-
zeniem R ¢ R. Przez dotaczenie do /7 wiecej niz jednego elementu (i kon-

sekwentnie innych elementéw tak, aby R byta relacjg rownowaznosci) , tak-
ze otrzymamy sprzecznos$¢ z Rc. R. Nie istnieje taka relacja rownowazno-
scin ze

RAN< Rre R.

Rozpatrzmy teraz relacje R2 - {(™»-«j) , (©™,-c,) , (UNJIN), (-%2,jr2n «
~g »*3) » X f2 >*N)>

VDA K NG RGN

R2 jest relacjg rownowaznos$ci rézng od
Przeprowadzajac dla niej analogiczne rozumowanie jak dla R™ otrzymu-

jemy jako wniosek, ze nie istnieje taka relacja réwnowaznosci ~ > ze

r2<=R2<=R.

Jezeli okreslimy najwieksza relacje rownowaznosci R cr R jako taka, ze
dla kazdej relacji rownowaznosci Rc R jest Rcz R, to na mocy powyzszych
rozwazan widac¢, ze taka relacja R moze nie istniec.

Jezeli natomiast okreslimy najwiekszg relacje rownowaznosci R c R jako
taka, dla ktérej nie istnieje relacja réwnowaznosci R taka, ze RcRcR, to
w przypadku, gdy O~reA") |(*r,Jr)e R) , taka relacja R zawsze istnieje, ale
jak wida¢ z powyzszych rozwazan, nie musi by¢ wyznaczona jednoznacznie.



1.3. Wiasnosci relacji bliskosci i n-rownowaznosci

Def. 10. Relacjg zwrotng i symetryczng w zbiorze X nazywamy relacja
bliskosci w zbiorze X.

Def. 11. G-pokryciem zbioru X nazywamy pokrycie jednoelementowe 'X),
lub takie pokrycie iC-i)ieD zbioru X, ze:

(1) (Viel) Cj ) GyeCj)\U,y) 4 cf
F12. Kazde C-pokrycie zbioru skonczonego X wyznacza w niln pewng

relacje bliskosci i na odwrét kazda relacja bliskosci w X wyznacza pewne
jego C-pokrycie.

2
Dowodd'. Istotnie, relacja fi = [J Ci jest zwrotna i symetryczna. Z de-
finicji pokrycia (V-TE X ) (3 i ¢ J) JieeC- , zatem C- Jf C- iw kon-
0 o] 0
sekwencji (ur,jr)e fi. Dowod symetrii fi jest nastepujacy: y) 6 fi<=>

<=*(3/ e D)|(jr,y) e cf<™Oied)\jreCiAyeCt”>3ied)\yeCiAJ(eCi<=>(y,x)efi

Zdefiniujmy pokrycie nastepujgco:
1°. Istnieje "Y0e A (w przeciwnym razie Bt byloby zbiorem pustym) .
2 . Jezeli istnieje takie, ze
6iA (VI<i <i -1 |(e*,-£,e fi, to wobwczas e BEt;
(7 =1,2, ...).

Jezeli dla kazdego jre X mamy Jee Bt- , to BjQ« X i mamy do czynienia
z pokryciem jednoeiementowym CT) . Przypusémy teraz, ze C3-r® B” ) i nie

zachodzi (1) def. 11, tzn. (3jf~ B. ) (Vy e B.) | (jr.,y)e\J_fBf. W ta-

o 2 ®
kim razie (Vye B.) (3 i.fJ) | 6 , Stad
'o L 1
jce B. A ¢/eB-
i w konsek\l/vencji A* ) | (jr,y) £ fi. Na mocy 2O definicji pokrycia

iB¢)eej mamy Jte. B. , co daje sprzecznosé.
c.n.d.

Def. 12. K -pokryciem zbioru nazywamy pokrycie jednoelementowe (X)
lub takie pokrycie (A/)iej zbioru X, ze:

(1) (Vie J) (Vx ? Al)(Vye ) |U,y) 4 &  If

F13. Kazde I¢-pokrycie zbioru X wyznacza w nim pewna relacje rowno-
waznosci i na odwrét kazda relacja réwnowaznosci w X wyznacza pewne je-
go /"™-pokrycie.

Dowéd: Przypadek jednoelementowego pokrycia GO jest oczywisty. Na

mocy def. 2 i 3 wystarczy dowie$é, ze a,be Ja a i b=*Jan = 0.
Przypusémy, ze n f 0. Zatem co najmniej jeden ze zbioréw
Jb - Ka jest niepusty. Niech dla ustalenia uwagi Ka - 40 a2 Jre ~ ,

y e Ka n J». Poniewaz jt e KgAyekq ==> (-r,//) e /f . Z drugiej stro-
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ny, poniewaz * j¢ ay e Kb, zatem f(jr,y) 4 Otrzymalismy  wigc
sprzecznos$¢, zatem istotnie

*an *b’ [
c.n.d.

Sformutujmy teraz kilka prostych wilasnosci C-pokryé (/}iej dla relacji
bliskosci R = Q2 nie bedacych relacjami rownowaznosci (F14,... ,FI7) .

F14. Istniejg co najmniej dwa elementy C-pokrycia @ , Cb takie, ze
Gn i 0 (a*oh)..

Dowoéd: Gdyby przypusci¢ na odwroét, to # wyznaczone przez C-pokry-
cie byloby relacja réwnowaznosci, co daje sprzecznosc.

F15. alb-, Ca - Cbi 0 => - & + 0.

Dowdd.; Przypusémy na odwrot, ze ¢J-C f 0 a (b- CGa =0. Pocigga
to za sobg C~c Niech ceCa - M =>c 4 Cb. Dla dowolhego de b ma-
my de (b => deCa. Mamy (c,d) e C% Zatem (3c $D)(VdeQ\(c,d)e df,
co réwnowazne jest zaprzeczeniu (1) def. 11.

*J>Si*

FI6. a 4b; @Q u C'nie nalezy do C-pokrycia. c.n.d.

Dowdéd: Przypusémy, ze Qu b nalezy dc C-pokrycia. Mamy GaCCauCp
zatem na mocy dowodu F15, Ca nie nalezy do pokrycia, co daje sprzecz-
nos¢. c.n.d.

F17. o *b; G n (b nie nalezy do C-pokrycia.

Dowod: Przypusémy, ze Ga n b nalezy do C-pokrycia. Mamy CanCbc Ga.
W przypadku Ca n Cb f O rozumujgc analogicznie jak w dowodzie F15, otrzy-
mujemy sprzecznos$é. O ile natomiast QQ n = 0, té otrzymujemy sprzecz-
nos¢ z def. 2.

Def. 13.Relacje bliskosci P nazywamyrelacja n-réwnowaznosci wjf,
o ilespetniony jest nastepujacy warunek: (1) Dla dowolnego ciggu

réoznych elementéow z X

( li<ja (i)~ (+2 0+3)IGi-,  eMAn))=>("+2,~ +3)e :
7>0) .

F 18. Relacja ¢7-rownowaznosci w ~ jest relacjg réwnowaznosci w

Dowdd: Z def. 13 jest zwrotna i symetryczna. Warunek (1) def. 13
przyjmuje postac:

Dla dowolnego ciagu XN N elementow z X

((v(@nnlr<_7AuLy) £ (2,3) 1 (~) /<-3=>(""'23) e ~ 7~ [cow innym
zapisie wyglada nastepujaco: Dla dowolnych jc , , % 'a
=>(A2,n) e



F19. Jeslie > yO> 0, to relacja w / jest relacjgg-réwnowaznosci

w X.

Dowéd: N i e ¢ h - cigg réznych elementow z X taki, ze:

CV (i,j) li<7 f (g+2, g+ 3)) 1 eR(p) . Na mocy def. 13
nalezy pokazac¢, ze (N +2* C . Poniewaz R " jest relacjg p -réow-
nowaznosci, wiec w szczegélnosci ciagaj- spetnia  warunek CI)

def. 13. Zatem (jr 0,S ~)e
g+o c.n.d.
F20. Jesli /?># > 0, to relacja Ry nie jest na ogoét relacjg ~-réwno-
waznosci w X. Jako przykiad wystarczy rozpatrzy¢ relacje R zdefiniowang
w przyktadzie 1. Jest ona relacjg 1-r6bwnowaznosci, nie jest natomiast re-
lacjg réwnowaznosci.

Def. 14. C-pokryciem n-roztgcznym zbioru X nazywamy takie C-pokry-
cie, ze:
(1) ¢i{Cac\C™Kn ciybeOAa+b
gdzie ¢-i(JT) oznacza moc zbioru X.

F21. Kazde C-pokrycie /7-roztagczne zbioru X wyznacza w nim pewng
relacje /7-rbwnowaznosci i na odwrot kazda relacja/7-rownowaznoSciA™w X

wyznacza pewne jego C-pokrycie n-roztgczne.
Dowdd: <=
Przypusémy na odwrét, ze istniejgtakie Ga 0", ze jl
Wezmy dowolny element A e Ga -C”. "Namocy (1) def. 11
=K3 Z”e | U cf.

(*) Zatem (*r ,z™")N # 7 =
Z drugiej strony z def. 13 mamy: >
N AN A A eee A (-VAm-l)e 1
(I) <21\,//|)e/? ™I\ (zI1tER)e /A/DA ... a |
LV (1,0)) 1U.j e{l,. - ./7+))) | (/enyi) e

=>(~"n,27)6 R .

Stad sprzecznos¢ (*) i (i) .

Okreslmy relacje R/~ N {w*.)y) : GAeZJd) |( / £ i/e”i) . Oznaczmy
i<Jrl,JC~, ‘I:77+:L] Warunek (l)def. 13 mozna zapisa¢ nastepujgco:

YAVuYsiid Q *"n) =>unt2*V3)e son):

Lewa strona (*#.*)jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy



3 ~elL) N2 n
Jezeli ~ “ ~2* t0 cczy N Scie N +2* *77+3N e * jezeli natomiast
to KCI1 n JC . Poniewaz z def. 14 n X ) "~zatem / =X
X1 2 . Al \ N *2
. A )
i w konsekwency (rn+2, n+3)e /?
c.n.d.
- * - - 1 - -
F22. AZ- 85 ChiBa - G5 Gur 77 997t ALERHC ) e
C-pokrycia zbioru yf. RzC Rjx Pm R , - relacja bliskosci.
Teza: VvV C, 3C JlcniQc ..
(">+»7+1,)§ I Jen i@ " 17
A *_ ir i = - 7
Dowdd: (*-) (r,i/) e /%1 > (3£, , )1UeC»7yi. a cJ,/eC .
{/) Pl-'zypusc-:my, ze nie |stn|ej-e tak|()=,)7+Cll7 ze .reC n+’1,7a u e C«+1',7"
W takim razie /ec V7L a ;(ec»7+.1’Ar
Doktadmiej f jreC , .- C |
J /»+1,7 , "+1 »7
I NeC/7+,*:  ~n+l,/ )
Gdyby(jr,u)e R . to (3 C ) 1 (.f,y)e C, ,, cc daje sprzecznos¢
. T+l "+1%7 w+l.i i
z(i). Ale (.r,y) 4 Rn+l =>U,y) 4 Rn, co daje sprzeczno$é z (#). Zatem
istotnie. WC G4 mv NS0 i# Sm
c.n.d.
F23. /2 - U £*«: R _. - UC2 . . /Bc 1?7
n ieo nt 1l >e] "+1»7 7 n+l1.
Teza: (3 C,™j) |I» - 0o ~ n > 1.
Dowod : Natychmiastowy z F22.
F24. Dla kazdej relacji bliskosci R w X istnieje takie ze R jest

relacja n-réwnowaznosci.

Dowdd : Na mocy FI2 kazda relacja bliskosci R okresla pewne C-pokry-
cie. Niech n + 1 ~ max{"/(Ci): ieO}. W takim razie ¢(/(C;n Cj) ne "a“
tem R jest relacja n -rownowaznosci.

c.n.d.

1.4. Niektére wiasnosci relacji porzadku

Def. 15. Relacja R nazywamy relacja stabego porzadku w zbiorze A,
o ile spelnione sa nastepujace warunki:
(1) O,y)eR a Q/,2)e R =>(jr,z) e R;
(2) (V* e>4) | (.jr.je)e R-
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.Def. 16. Relacje R nazywamy relacjg porzadku w zbiorze/J, o ile spet-
nione sg nastepujace warunki:

(1) i-f,y) e Ra (y,z) e R => Z]) e R,
(2) (V-reA) | (jer) e /2
(3) i«*,y) e R a (y,JO e /_;z*.(_*u.:y)

Okres$lmy relacje S nastepujaco: (jty)eS<=>.a,y)e R a (/1) e r) ,
gdzie /? jest relacja stabego porzadku. tatwo pokazaé, ze 3 jest relacja
réwnowaznosci. Ponadto okreslmy relacje R' nastepujaco: (X,Y)eR*‘ <—>

<=~KCiTe/4i5) a (Ytra5a 3ureX)3yeY)\(x,y)eR)).

F25. R' jest relacjg porzadku w zbiorze /4lI5.

Dowdd: 1. Udowodnimy najpierw, ze:
(*) (UeA\S)a (YeA 15a (3JceX) Bye Y) JU ,y )€ /?x=» (XeA1l5)a(Y¥g/4 |5)a
a(YseJdD (.VseY) | (s,y)e R) .

Relacja R jest zgodna z relacja <$ (patrz def. 6) . Istotnie {jr,y)eRrij(,z)esS

=>(jr,y)e R/\(~r,z)e R a \z,je)e R (z okreslenia S) . Z przechodnioscir
mamy R *r,y)eR =*(.Z,y) e R. Zatem ostatecznie (™r,y)eR a
a Uf, 2 e 6=>(z,y) e Rm Niech teraz TesHis. Pocigga to za sobg istnienie
aer takiego, ze (a,y) e R, zatem dla kazdego ™-eT ma miejsce (a,J?)eSA
a (*,y)e.R. Tak wiec 3jreT) | (jc,y) e /?=>(v>e 701i-X,y) e R . Udogodnili-
Smy wiec, 'Ze: 7e/41SA (3-reD | (jr,y)e/?z~reAlIS/\(Vsrer) |(*r,y) e R; (do-
wod <= jest natychmiastowy, wobec faktu

/"e/US => T = 0).

Udowodnilismy wiec (*) .
2. Przechodzimy do witasciwego dowodu F22.
2.1. (X,Y)e R/\ (Y,Z)e /?7'<=> ((XeA\S) a (YeA\S) a (Ze A\S)a(V*€X)

(VreY) (VzeZ) 1 ((¢r,ine ra {y,2 £#)) . Z warunku (1) def. 15 otrzymu-
jemy wiec warunek (1) def. 16.
2.2. Z warunku (2) def. 15 mamy (ty”eA) | £ R,w szczego6lnosci
wiec (VXe AIS) (VseX) | (Ji,Jdr)eR, co z okres$lenia R1pocigga za soba
(VXeAl$ | <Xt) e /2.

UdowodniliSmy wiec warunek (2) def. 16.
2.3. (X,Y)eR'A(y,X)eR'-c=*tfeAIS)A (Ye/HS)A(VOreJ!O y yeY%j(, y)eRA(y,x)e/L

Na mocy okreslenia relacji 5 mamy: CX,YjeRA"Cf*"eRNOCeAl&AiYe ~|S)a
a 0/jreX( 0/yeY) 1 U,y)eS stad: tf,Y)ef?A<Y, X)e R<>JEA | S)A(Ye*IS)A(X=Y).
Spetniony jest wiec warunek (3) def. 16.

c.n.d.

2 - Charakterystyka..,



Rozdziat 2. DEFINICJE TAKSONOMII

Problem taksonomii mozna najogélniej scharakteryzowa¢ nastepujaco:
Dany jest zbiér obiektéw X i pewna relacja bliskosci R® e
jest bliski doy . Zagadnienie polega na okresleniu takiego pokrycia X, aby
podobne elementy nie mogly naleze¢ do dwoch réznych klas abstrakcji. Na
og6t pokrycie to nie jest okreslone jednoznacznie i mozna naktada¢ na nie
dodatkowe warunki. Na przykiad wiemy, ze relacja R”, wyznacza w sposéb
jednoznaczny relacje rozpieta na niej (Fil) . W 2zwigzku 2z tym mozna
taksonomie zdefiniowa¢ nastepujaco:

Propozycja 1. Taksonomig w z zbiorze X przy relacji bMskosci R na-
zywamy przeksztatcenie: t , gdzie R jest relacja rozpietg na
Ry

Zgodnie z def. 5 tj jest surjekcja.

Przyktad 2. R = £(» A ARG A A AN
gdzie A - {(*,¢0 : ~reX}.

*Q *3 %4 *g » 2N, i(-*2>"%)) > r2rBpr2> ) ¢
“r 1 1 f (jr4 jr5)-,U5,jM)ju4l;

*2 Wykres relacji zaznaczono linig przerywana;
3 lacji R lini iaggt

o relacji - linig ciagta.

*S

Uwzgledniajagc rozwazania z punktu 1.3 mamy:

Propozycja 2. Taksonomig w zbiorze X przy relacji bliskosci R nazy-
wamy przeksztatcenie: ts : X~*X\R, przy czym elementami X\R sg klasy ab-
strakcji relacji R w sensie elementéwC-pokrycia. Przeksztalcenie ts jest
jednowieloznaczne.

Def. 17. Taksonomig w zbiorze ¢i nazywamy przeksztatcenie T: X-+X\$i,
gdzie Slb. {R, A?j R- relacja bliskosci.

Def. 18. Metodg taksonomiczng w zbiorze X skonczonym nazywamy ciag
taksonomii: \

rmi  X-*X\Rm gdzie &c 8 c ... c c ... c X2.

Rozdziat. 3. PRZYKLADY

3.1. Przykitad metody taksonomicznej

2
Niech )> oznacza relacje stabego porzadku wX , speiniajgcg dodatkow3r
warunek:

*) (Vjf.tl,zeX) 1 (-x,y)> (.¢/.S)Z (2,2) »

Dla relacji ~zdefiniujmy relacje rownowaznos$ci~nastepujaco:
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(Vx,y,z,ueX) | ( (zm) = (xX,y)™ z.u)a (z.u {¢c.y))-
F26. (Vjc,zeX) I (>~ (z,z).
Dowod : Kiradac w warunku (#-) J( = y marny (z,z) , co Vobec
dowolnosci JTi Z daje (z,z) >. (-*,-*) i w konsekwencji ~ (z,z2) m
c.n.d.

. . . 2 o .
Niech ~ oznacza relacje w zbiorze |~ zdefiniowang nastepujaco:

KEEA<=>(V(M))(VUDHimnl((~iz2)e n (-1, 1N) e =>
-2 1 2
9
F27. Relacja jest relacjg porzadku w X |~ (natychmiastowy wniosek
z F25).

F28. Relacja > ma element najmniejszy (na mocy (*)) . Oznaczmy ten
najmniejszy element przez k- .
1
Obierzmy pewien cigg klas abstrakcji relacji >

A
1 2 m

i zdefiniujmy relacje bliskosci jako

Rn e J2-
F29. /XC /2C ... C C .
F30. i?72C... CX,C...

Otrzymalismy wiec przykiad metody taksonomicznej w sensie def. 18.

3.2. Przykiad metody taksonomicznej z guasi-metryka

Zatézmy~Of) <C. Niech JR oznacza zbiér liczb rzeczywistych nieujem-
nych. Na mocy”™ twierdzenia Cantora [ 10] istnieje reprezentacja of struktury
relacyjnej O »£> w €/ P»>>taka, ze:

N (z,e/) ==d{j(.y) > d(z,u) .
Reprezentacja ta wyznaczona jest z doktadnoscig do funkcji monotonieznej,
mozna wiec przyja¢, ze d(*r,x) = 0. Reprezentacje te nazywaé¢ bedziemy
guasi-metryka, za$ jej wartosci —quasi - odlegtosciami. Konsekwentnie okre-
Sla sie relacje:

d(jr,y) =d(z,u)*=ircl{jr,y) > diz,u) a diz,u) > d(.jr,y) =

F31. (iry) ~ (y,*) =*d(x,y) = d(y,Jt) .
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Ciagowi
& % k; < ... </¢é < ...
AN 12 n**

odpowiada ciag
ag N2 N ~NOCN L

za$ ciagowi R”, R~, R, ... ciag D Z2> eee» Dn’ m*'
gdzie
A, - {(s>y) =d(J(y)< oc/] .

F32. (Vn > 1)] Dn *>Rn\ stad
i

~jcC J2C ... C BnC ...
Zatem ciggowi relacji bliskosci zZ2¢c zZ2C ...C.Ln ... odpowiada pewien
;iag relacji , X2, ...,J8n, ... gdzie A ¢= 1,2,...,/? dowolna ustalona

relacja z 5™,
F33. ,0jc i>2c ...c

Pozostaje problem okreslenia guasi-metryk dn w zbiorach X"\>n. Pr/yjmujac
dodatkowo d™ » A mamy okre$long quasi-metryke d” wzbiorze X2\& . Dalej
przypusémy, ze zostata okreslona quasi-metryka w zbiorze X |8,,tzn. okre-

Slone sag quasi - odlegtosci d,n{/éw,l, Ic’n Z FIO i'F23 wvnika, ze ist-

nieje co najmniej jedna klasa abstrakcji

mi
; A .
/%+1,1' ?lB&J Krh"\ agd2|e T> L

Ponadto niech
3 i
/+L, *1 57* :

Quasi-metrykq cJ+i okresla sie nastepujaco:

Ay e K 77411 tr+2,P) - TR7 0K g ) K ph
* EETS

Wi iz - Koy

W przypadku/7?j m 2, o2 » 3 powyzszy w/06r redukuje sic do:

nh oz, /%12 - FRIRTE | K2 ™K p 1Ay - ddKES K-
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Niech lim Xn m) . Okazuje sie [I5]? Zze znane metody tzw. hierar-

chiczne mozna scharakteryzowaé¢ nastepujaco:

+a2” i,t2) max(@,(~ .~ 3), dikn,VKri,Z>) +/3W Axs A2

TI.

T2.

T3.

T4.

TS5.

T6.

(1]
[2]

Nearest neighbour
AN A N B 22N w) A ~

Furthest neighbour

cnizj,~) = 0; 2y =1; £(/ ) =0.
Median
OCylyl2) - 1/2; - 1/72; /3™, /2) - -1/4.

Flexible strategy
al(z1,z2) =a; ajC/j.zZj) -a; /3 L) - 1-2a;

0C-constans; G > 0.

Sqd. End. distance
A(NLe2) =zl (z) + 22) 5 a2zlfr) - 22/(Z) + z2) ;
-7 Z
Az , 22) ____.____/\_/\ .
(Zi + Z72) 2
Group average
\
ocl(Z21,22) - ¢1/(Z1 +Z2); oc2Uv 12) . 2/fZj +Z2);
AZi 2 . o
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