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Praca stanowi próbę wyodrębnienia niektórych istotnych problemów 
z dziedziny taksonomii (cluster analysis) . Wyodrębnienia tego dokonuje się 
na gruncie teorii re lacji. Podstawową relacją dla klasycznej taksonomii, za­
kładającej podział na klasy rozłączna, jest relacja równoważności, której 
własności są przez autora szczegółowo badane. Jednakże pomimo wielu po­
siadanych przez nią, a pożądanych dla taksonomii własności, wyniki uzy­
skiwane za jej pomocą są często niezadowalające. Dlatego też autor wpro­
wadza pojęcie relacji n-równoważności i bada jej własności. Następnie fo r­
mułuje się oryginalną definicją taksonomii, a wreszcie pokazuje się, w jaki 
sposób znane metody taksonomiczne mieszczą się we wprowadzonym forma­
lizmie.

On some cluster analysis methods

The paper is an attempt to distinguish some essential problems in the 
field of cluster analysis. The process of distinguishing is based on the 
theory of relations. The main relation for classical cluster analysis, as­
suming the partition, is the equivalence relation - its properties are in­
vestigated in detail by the author. However, in spite of several desired pro­
perties, the results are often not satisfactory. Therefore, the author in­
troduces a notion of 77-equivalence relation and investigates its properties. 
Then the original definition of cluster analysis is formulated, and it is 
showed in which way the well-known cluster analysis methods are contained 
in the introduced formalism.

XapaKTepucTHKa h bkotopux  TaKCOHOMmiecKMx m stoaob

HacToaąaH patfoTa h b jih stch  nonuTKOfi BHflejieHHH h o k o to p h x  c y ą e -  
CTB0HHHX npO<5jI6M B 0ÓJI8CTH TaKCOHOMHM.TaK08 BblfleJieH/e OCymeCTBJIHeT- 
CH Ha 0CH0B6 TeOpHH OTHOmeHHfl. OCHOBHHM OTHOQI8HH0M B KJiaCCHq0CKOfl 
TaKCOHOMMH, npoaycMaTpuBanmHM noapa3fl0JieHHe Ha HenepeceicaioiiuiecH 
KJiaCChI, HBJIH8TCH OTHO1I10HH0 3KBHB8JI8HTH0CTM, CBOttCTBa KOTOpOrO nO- 
apOfiHO HCCJieflyiOTCH aBTOpOM. OflHaKO HBCMOTpH Ha PHA nOJIOIHT0iIBHHX 
cb o H ctb , KOTopuMM odnaaaoT TaKCOHOMMH, p e3yjiE>TaTH, nojiyqaouuo npH
80 nOMOip, qaCTO OK83bIB8IOTCH H0yflOBJI0TBOpHT8JU>HHMH. Il03T0My fikBTOp 
BBOflHT II0HHTH8 OTHOB0HHH 77—3KBHB8JI0HTHOCT/ H HCCJI0fly0T 0rO CBOfl-
CTBa. B cjioa 3a sthm aBTop $opuyjiHpy8T optirHHSJiBHoa onpefl©J10H/0 TaK- 
COHOMHH H, HaKOHOU, nOK83UBa8T , B KaKOM Mep0 H3B0CTHH0 TaKCOHOMH- 
tI0CKH0 M0TOAN COOTBOTCTByDT BBCflOHHOMy $0pM8JIH3My .
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WSTĘP

Wielu nowym działom matematyki stosowanej brakuje podstaw formalnych. 
W sytuacji tej nie bardzo wiadomo, jak formułować problemy; trudno wypowia­
dać się na temat trafności rozwiązań. Pociąga to za sobą także brak ścisłości 
używanej terminologii, co z kolei sprzyja mylnemu używaniu wielu pojęć, nawet 
przez pracujących w pokrewnych działach matematyki stosowanej. Ta sy­
tuacja występuje także w taksonomii, mimo iż pierwsze prace z tej dziedzi­
ny ukazały się na przełomie lat czterdziestych i pięćdziesiątych. Celem ni­
niejszej pracy są pewne aspekty formalnych podstaw taksonomii.

W naukach przyrodniczych taksonomią (g r . taksis = porządek + nomos = 
= prawo) nazywamy zespół zasad klasyfikacji gatunków zwierzęcych lub ro ­
ślinnych, a także sztukę ich opisywania i tworzenia jednostek systematycz­
nych. Termin taksonomia jest często używany zamiennie z. terminem seman­
tyka. Taki też jest sens pojęcia "taksonomia" w krajowych i zagranicznych 
wydawnictwach encyklopedycznych.

W matematyce stosowanej taksonomią nazywamy dział zajnlujący się po­
rządkowaniem i dzieleniem na klasy danego zbioru obiektów na podstawie 
kryteriów sformułowanych matematycznie Cl8J. W niniejszej pracy zakłada­
my ponadto, że liczba klas nie jest narzucona A priori.

Stosunkowo niedawno pojawił się w polskiej matematyce stosowanej te r­
min "analiza skupień" jako odpowiednik angielskiego "cluster analysis". Oba 
terminy niezbyt szczęśliwie sugerują, że skupienia (c lusters) są a priori 
dane i należy poddać je odpowiedniej analizie.

Bliższy prawdzie jest termin "cluster seeking", cc dosłownie oznacza 
"poszukiwanie skupień", ale autor nie spotkał się do tej pory z tą ani ja­
kąkolwiek inną próbą tłumaczenia na polski terminu "cluster seeking". Bu­
dzi także zastrzeżenia używanie słowa "skupienie", sugeruje to bowiem ist­
nienie pewnych centrów, co nie zawsze ma miejsce.

Co właściwie oznacza słowo "cluster"? W £2lJ czytamy m.in. "a numb- 
er of similar things considered as a group because of their relation to each 
other"1, zaś w £3l - "cluster" charakteryzuje się jako zbiór elementów "as 
much alike as possible"^.

Autor proponuje, aby terminów "taksonomia" i "analiza skupień" używać 
zamiennie, choć ze względu na brak formalnych definicji trudno jest w peł­
ni wypowiedzieć się na ten temat. Pozostaniemy przy terminie taksonomia , 
rozumiejąc go intuicyjnie jako polski odpowiednik terminu "cluster seeking".

Praca niniejsza składa się z trzech rozdziałów.
W rozdziale 1 dyskutuje się własności podstawowej dla taksonomii reia. 

c ji równoważności, a także wprowadza się pewną klasę relacji zwrotnych 
i symetrycznych z osłabionym warunkiem przechodniości, zwanych przez au­
tora relacjami n-równoważności, której własności bada się ze szczególnym

Ą
Liczba podobnych przedmiotów rozważona jako grupa z powodu ich 

wzajemnych relacji.
2 Najbardziej podobnych.
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uwzględnieniem analogii do relacji równoważności. W rozdziale tym podaje 
się też konstrukcję najmniejszej relacji równoważności zawierającej dowol­
ną ustaloną relację oraz pokazuje się, że największa relacja równoważno­
śc i, zawarta w dowolnej ustalonej relacji spełniającej warunek zwrotności, 
nie jest wyznaczona jednoznacznie. Rozdział 1 zamyka dowód pewnej wła­
sności relacji porządku, z której korzysta się w rozdziale 3.

Rozdział 2 poświęcony jest definicji taksonomii. Korzystając z faktów 
udowodnionych w rozdziale 1, autor formułuje propozycje definicji taksono­
mii, a następnie definiuje taksonomię i.metodę taksonomiczną.

O taksonomii zakłada się tylko tyle, że jest wyznaczona jednoznacznie 
i  ee elementy bliskie (podobne) nie mogą należeć do różnych klas . Mimo to 
tzw. metody nie-hierarchiczne (patrz rozdział 7 tl3 )n ie  spełniają tych wa­
runków i nie są metodami w sensie niniejszej pracy (patrz przykład l )  .

W rozdziale 3 pokazuje się, w jaki sposób relacja słabego porządku na 
parach obiektów, którą można wysłowić jako "Qf jest bardziej podobne do 6 , 
niż C do cl") generuje metodę taksonomiczną; w dalszej części definiuje sj.ę 
quasi-metrykę jako reprezentację { R -  zbiór liczb rzeczy­
wistych nieujemnych) .

W pracy nie wprowadza się podziału na twierdzenia, lematy,uwagi, wnio­
ski etc. Wszystkie fakty nazywane są po prostu faktami i oznaczane przez F 
z numerem kolejnym. Numeracja faktów i definicji jest w pracy jednopozio­
mowa.

Praca niniejsza oparta jest na pracy doktorskiej autora, jednakże w sto­
sunku do pierwowzoru zrezygnowano w niej z niektórych nieelementamych 
dowodów, m.in. opartych na pewnika wyboru lub lemacie Zorna. Dodano na­
tomiast omówienie uzyskanych wyników. Zmiana ta nie spowodowała zuboże­
nia treści, a jedynie uczyniła ją bardziej przystępną. We wszelkich bovn.em 
zastosowaniach praktycznych taksonomię uprawia się w zbiorach skończo­
nych, uproszczone dowody obejmowały także nieciekawe dla aplikacji przy­
padki zbiorów nieskończonych.

WPROWADZENIE

Efektem finalnym zastosowania jakiejkolwiek ze znanych metod taksono­
micznych (cluster analysis) , jest otrzymanie podziału zbioru obiektów X  na 
tzw. klasy rozłączne, patrz def. 2, 3. Z kolei wiadomo, że podział zbioru 
na klasy rozłączne definiuje pewną relację równoważności w rozpatrywanym 
zbiorze obiektów X, patrz F3. W przypadku metod hierarchicznych . (patrz 
np. [1 ] )  mamy do czynienia z ciągiem relacji równoważności, który zę 
względu na fakty F4--F10 ma jednakże pożądane przez nas własności.

Zastanówmy się przez chwilę nad "wejściem" do taksonomii. Otóż na 
ogół startuje się do niej z tzw. macierzy odległości z określeniem tzw. 
progu lub progów krytycznych, służących do stwierdzania, czy dwa obiekty 
lub klasy obiektów są w stosunku do siebie wystarczająco bliskie. W języku re ­
lacji mamy tutaj do czynienia ze z góry zadaną relacją zwrotną i symetryczną /?, 
zwaną przez autora dla krótkości - relacją bliskości.

Podstawowy problem taksonomii polega zatem na powiązaniu tej re lacji 
z wynikową relacją równoważności. W pracy sugeruje się dwa podejścia do 
tego problemu:



1) relacją równoważności definiować jako najmniejszą relację równo­
ważności R, będącą nadzbiorem relacji R;

2) relację równoważności definiować jako największą relację równo­
ważności R, będącą podzbiorem relacji R.

Podejście 1 określa szukaną relację w sposób jednoznaczny, patrz F i l ,  
jednakże z dowodu F i l  wynika, że mamy do czynienia z tzw. (w literatu­
rze na temat "cluster analysis") "chaining effect" - efektem łańcuchowania.

Podejście 2 okazuje się być niejednoznaczne, nawet w przypadku kilku- 
elementowych zbiorów X, co pokazano na przykładzie 1. , .

W związku z powyższym autor wprowadza rodzinę relacji R' . zwanych 
relacjami n -równoważności (def. 13) , które co prawda, ze względu na obu­
stronną implikację F3, nie mogą generować podziałów rozłącznych, ale po­
zostałe własności relacji równoważności przenoszą się na nie. Ponadto cha­
rakteryzują się one także innymi ciekawymi własnościami (F l4 ~F l7 ). W tym 
samym punkcie (1 .3 ) autor bada również własności relacji bliskości R . Nie­
zwykle istotny jest też fakt, że w zbiorze skończonym dla każdej relacji 
bliskości R istnieje także n , że R jest relacją /^-równoważności.

Rozdział 1 stanowi materiał do sformułowania w rozdziale 2 definicji 
taksonomii. Omówimy ją tutaj nieco szerzej. Rozważmy pr-zypadek, kiedy re ­
lacja bliskości R jest relacją równoważnością mamy wówczas oczywiście 
R = R. Jeżeli natomiast K = R '  ̂ , to (patrz przykład 1) otrzymana relacja
równoważności R "zniszczy pierwotną struktur'ę relacji R. Pozostaje tu 
otwarty problem, czy mimo wszystko decydować się na definiowanie taksono­
mii jako funkcji prowadzącej do zbioru klas rozłącznych (propozycja 1) , 
czy też taksonomię traktować jedynie jako "opis struktury" relacji R, pozo­
stając na określeniu, jaką jest ona n -równoważnością (propozycja 2) .O czy­
wiście nawet w przypadku zdecydowania się na propozycję 1, wskazane jest 
"przejrzen ie" relacji R. Im większe będzie n, tym bardziej relacja R nisz­
czyć będzie pierwotną strukturę R. W metodach hierarchicznych takie po­
stępowanie należałoby wykonywać na każdym kroku, stąd też, obok definicji 
taksonomii, autor podaje definicję metody taksonomicznej.

Wiąże się to z przykładami metod taksonomicznych uzyskiwanych w ro z­
dziale 3. Intuicje związane z wprowadzoną tam relacją słabego porządku i ge­
nerowaniem przez nią relacji równoważności wyglądają następująco: Jeżeli
jesteśmy w stanie stwierdzić o czwórce elementów, że a jest bardziej b li­
skie do 6, niż c w stosunku do d, to oznacza przez zastosowanie forna- 
lizmu z punktu 3.1, że w zbiorze obiektów X wprowadzone zostało skalo­
wanie typu: elementy bliskie (do siebie) , elementy dosyć bliskie, elementy 
dosyć dalekie, etc. W praktycznych metodach taksonomicznych, aby uzyskać 
ten sam efekt, zakłada się daleko więcej, mianowicie metryzuje się prze­
strzeń X ,  i wprowadza tzw. progi krytyczne, przestrzeń X można metryzo- 
wać w różny sposób, ale chociaż jest temu zwykle poświęcony cały ro z­
dział w wydawnictwach książkowych na temat "cluster analysis", np. [1 ],  
autor nie spotkał się jednak z żadną próbą -analizy przydatności konkretnych 
metryk.

Próby analizy metod taksonomicznych także na ogół mijają się z istotą 
problemu, dyskutuje się na ogół sposoby usunięcia "chaining e ffect", otrzy­
mując w razie jego usunięcia na ogół podziały niejednoznaczne. Zdaniem au­
tora należałoby korzystać właśnie z języka re lacji: wprowadzić relację sła­
bego porządku, jak w rozdziale 3, lub o ile to możliwe, od razu skalov'a- 
nie, następnie dla otrzymanej relacji bliskości R określić n takie, że R 
jest relacją n - równoważności, wreszcie podjąć decyzję, czy celowe jest 
zanurzenie reía c ii R w R .
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R o z d z i a ł  1 . WŁASNOŚCI RELACJI RÓ WNOWAŹNOŚCI I «-RÓW NO­
WAŻNOŚCI

1.1. Podstawowe definicje

Def. 1. 1) Funkcja f : X -*Y  jest iniekcją <=> (jr  f

2) Funkcja f :  J -^ V je s t  sur jekcją<=> f{X ) = Y";
3) Funkcja f : X-+-Y  jest bijekcją <=> ( f  jest iniekcją a  /'jest surjekcją);

F I .  1 ) Jeżeli f  jest iniekcją, to istnieje g : Y  - —X takie, że g • f  jest 
identycznością w X. Funkcją g nazywamy odwrotnością lewą generowaną 
przez f  (krótko odwrotnością lewą) .

2 ) Jeżeli f  jest surjekcją, to istnieje s : Y—-X  takie, że f » s  jest iden­
tycznością w Y'. Funkcją s nazywamy odwrotnością prawą generowaną przez f  
(krótko odwrotnością prawą) .

3) Jeżeli f  jest bijekcją, to istnieje f~  : Y  —-X  takie, że f~  • f  jest
identycznością w X, zaś f  • jest identycznością w Y. Funkcją na­
zywamy odwrotnością generowaną przez f  (krótko odwrotnością) .

F2. g \ X -~ Y ; f:X -“Z. Warunkiem koniecznym i dostatecznym dla istnienia 
przekształcenia' h : Y  —  Z  takiego, że f = h * g ,  jest (ffCr) -  giy)**f(j() =/((/); 
Funkcja h wyznaczona jest jednoznacznie. Jeżeli s . odwrotność prawa ge­
nerowana przez g , to h =» f » s .

8

X

Dowód : =t>

Jeżeli f - h - g ,  to oczywiście g W  -  g  (y ) = $ f (x )  »  ^  (*/). Dlakażdej odwrot­
ności prawej ,s generowanej przezgrmamy h -/ ? «(y »s ) - f »S - h  jest więc okre­
ślone jednoznacznie.

Załóżmy, że g { j ( )  = g (y ) = f (y )  . Niech 5 - odwrotność prawa ge­
nerowana przez g , połóżmy h = f »s \  dla dowolnego ^re X  mamy o(s(§r(jr))) 
co z założenia g {jr ) = g (y )  = f iy )  pociąga za sobą ,
Stąd h (g  (jt) ) =. f  \jc) .

c.n .d.

Def. 2. Rodziną zbiorów (J£ )sej  nazywamy pokryciem zbioru X, jeżeli
(VieJ).| Xi i  0 a  X -  U  Xt .

Def. 3. Rodziną zbiorów (X i ) iej  nazywamy rozbiciem zbioru X , jeżeli 
jest pokryciem i ponadto (£,_/eJ a  i f  j  ) Ą  <~> ~ 0.

1.2. Własności relacji równoważności

Def. 4. Relacją S-zwrotną, symetryczną i przechodnią w X  nazywamy 
relacją równoważności w X.
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F3. Każde rozbicie zbioru ^wyznacza pewną relacją równoważności i od­
wrotnie, każda relacja równoważności w X  wyznacza pewne ro zb ic ie^ .

Dowód.: Zdefiniujmy relacją S następująco: { jr ,y ) e S  (3 / e j )
U e  X t a y e X i )  . S  jest zwrotna i symetryczna z definicji. Niech teraz 
i~r,y) e S a  (  y, z )  e S = > 3 i  e J )  \ ( j ( e Ą A  y e J f j )A f3 jz J )  \ ( y e X j A  z e  A j )  . 
Ponieważ (X j)ieJ jest rozbiciem X, więcyeX[AyeĄ i = j ,  stąd i3iej)\(.~re%/iz€ję)=$ 
=>{jr,z) e $.

Niech 5 bądzie relacją równoważności. Zdefiniujmy (**,{/)€ S }.
Przypuśćmy, że n Ićył 0. Oznaczmy y  n !ćj(, <=>  y e {y:
ix,y)eS} A yQe { y .  (x',y)eS}. Zatem (JC,yo ) e S A (x !yo )eS  . Stąd ze wzglą­

du na symetrią i przechodniość S  mamy (jc .JC^eS . Zatem Jcek\ A X 'ck^
” %x>m ^ U i « t  więc szukanym rozbiciem zbioru X  •

c.n .d .
Def. 5- Zbiory ( ')jcex nazywamy klasami abstrakcji re lacji równo­

ważności S. Zbiór klas abstrakcji relacji równoważności 5 oznaczać bą- 
dziemy przez ^IS . Funkcją f : X — ►JTIS bądziemy zawsze rozumieć jako 
surjekcją. Surjekcja ta wyznaczona jest jednoznacznie przez S.

Def. 6 . Relacja A? określona w X  jest zgodna po jc z relacją równoważ­
ności S w X , jeżeli , . . .  e R a  (.*  ,y ) e 5 =>

Def. 7. Funkcja f i  X —►X jest zgodna z relacją równoważności 3, jeże­
l i  relacja R = { ( = j f ( * 0 }  jest zgodna po Jc z relacją równo­
ważności S.

Def. 8 . 5 ,̂ ć?2 ■ relacje równoważności w X. c  S2 <=> (.(jr, y) e

=>(.*, y) e S2) A  ( (3 U ,y )  e S2) | 0*,y) i  Sj) ;
F A .g  : X~*X\  5 ;  /?: ,y|S —* -Y . Warunkiem koniecznym i dostatecznym na

to, żeby f  : X —»“Ybyła zgodna z 5, jest istnienie przedstawienia f  w po­
staci h »g . Przekształcenie h jest wyznaczone jednoznacznie przez f ; jeżeli 
3 - odwrotność prawa generowana przez g ,  to = ^*5.

Dowód: Na mocy F2 wystarczy pokazać, że zgodność jest równoważna 
warunkowi g  (^r) -  y (y )  = & f  Cr) = f ( y ) *  Zgodność f  jest równoważna wa­
runkowi jc,y eKjf <=»■ f ( y ) .  Jednocześnie mamy je ,y ̂  g{jc~) <=g(y).
Stąd ze wzglądu na przechodniość <=> mamy g (* r ) = g ( y )  <=>^(jr) = 7f (y )  . 
Zatem gr(j-) = g (y )  = >  f ( J )  = f ( y }  .

c.n .d .

F5. JT—<•sTltfjł f ‘.X~X\S2\ s r

Teza: h : — *"^l52 -*eSt wy zpaczone jednoznacznie przez f .
Dowód: 52 pociąga za sobą zgodność f  z S .̂ Na mocy F4 ma­

my f  ~ h » g ,  przy czym h jest wyznaczone jednoznacznie.
c.n .d .

F6 . Dwie relacje równoważności w X  takie, że cr S2 wyznaczają

w sposób jednoznaczny relacją równoważności S~ w JT|S1 tak, że CJr|5.)|S„= 
• X\S2 (dowód z def. 5, F4, F 5 ).  J 1 J

F7. .5. - relacja równoważności w X. S„ - relacja równoważności 
w yfltS1̂. S i 53 wyznaczają jednoznacznie relacją w X  tak, że ”

~ J(\S2 ’ '■'̂ 2 = • (i7^^) t ^ >̂ 3 ) }  ■



F8 . k- - dowolna klasa abstrakcji relacji 5 ; K ■ - dowolna klasa
• 1 1 i 2

abstrakcji re lacji S S  c  S0; ( V K- ) (3  /C- ) \ IC: ęz K-: .
1 ] 2 1 2 

Dowód: Przypuśćmy, że ( 3  K . ) ( V  ¡¿- )  K: S  K: .Stąd i# 5o’
*1 *2 1 2 1 

zatem ze względu na l ć ‘ £  5 £  5^ otrzymaliśmy sprzeczność.
1 1 , -c.n.d.

F9. Istnieje co najmniej jedna klasa a b s tra k c jire la c ji £  ̂taka, że istnie­

je dla niej klasa abstrakcji K; re lacji S~ , że K: C fc- • ( 5  CvS )
2 * ‘ l  *2 1 2

Dowód : W przeciwnym przypadku, ze względu na F8 otrzymalibyśmy

c.n.d.

FlO. łC: - dowolna klasa abstrakcji relacji S. . - dcwolna klasa
1 2 

abstrakcji re lacji 5  ̂■ 5̂  c: S^.

Teza: * ) = U  k; ^  (dowód z F 8 i F9) .
'2 **L  \

Niech R oznacza dcwolną relację dwuczłonową w X . Wprowadźmy na­
stępujące oznaczenie: U ,y )e i? < = > U ,!/ )e / ?  v (y ,jr ) e R. Określmy dalej
relację R w następujący sposób:

_ df
R -  { ( ^ ,^ 2 )  : = -*2) V ( 3 k e  /V) ( 3 ^ , . . . ,  | ( C ^ ,  e  R a

a 0 2 , yk)£  R A ( V i  < i  <Xr -  D i  (^-, ^ +1) ^  /?} ; /*« £ 1 , 2 , 3 , . . .  } .

F i l .  /? jest najmniejszą relacją równoważności w ^  zawierającą tf.

Dowód : 1°  /? c  # .  Niech ( ^ , -r0) e /?. Niech ponadto = jr0;

Zatem dla pary istnieje ciąg taki» .że i/j)e ^A( )e tf a

e ^  z==> ^ 1 ’ ^2  ̂^ ^ ’ Stąd
2° ^  jest relacją równoważności. Zwrotność i symetria wynikają bezpo­

średnio z definicji/?. Niech (.*  ̂ jrv> a ^   ̂ -̂ 3 A ^   ̂ -*3) (w  przeciwnym
przypadku pokazanie przechodniości jest natychmiastowe) .

( . r ,.*2) e f l  a  (^2 ,jr3) e  R = > {3 k e /V) (3 y^,. . .  , ( ( ( ^  , y ^ e  R a

(jr2 ,yk) e  R a  CV 1 <  i <  ik-1 ) | ((¿/¿, ¿/ź+p  e R ) a  ( 3  L e  /V) Z j  z,)

( ( ( • r ^ z ^ e  /? a  ( jr ^ Z ;)  e  R a  ( V  1 <  i  <  i  -  1 )  ( (z ,- ,  z /+^ ) e  P  = >  >

^  (3  ( /V 9  m  -  £  + / ) ) (3 ¿/1 , . . . ,  yk, yk+1 = z L, . . . ,  ym= z.L) | ( ( ^ , y^e f?a 

a C C ^ . ^ ć  / ? ) a  ( V 1 <  7 .<  1) | ( ( ¿ r . , ^ )  e  / ? ) ) = > ( ^ ,- * - 3 )  e  # .

10



3° Niech R oznacza dowolną relację równoważności, zaw ierającą^; 

istnieje cę najmniej jedna taka relacja —3?. Wystarczy pokazać# c  R. 

(V .r e X )  I e R a  R >((-*, x )e  R = ^ ( j r , A t')e  fif) . Niech

ł  jc2 • i^ l ,jr2) e  R = *  (B/c e N )  ( 3  y ^ , . . .  ,y£\((jr^ ,y^)B  R a { x2 , e R a

A ( V l < i  < £ - l )  K ( i t » ^ +1) e  * )  /? ==> Ze wzglę­

du na symetrię /? mamy >? a e A>. Analogicznie e ^A

a (yk ,Jf2)e R .  (V i  < i  < k - l ) \ ( i j t ,y.+ ] ) e  R a  (y . . .¿ p  e/?. Ze wzglę-
^  <W A/ ^

du na przechodniość A* mamy (»r , i/ ) e  A* a  e ^ A *“ ,jr2  ̂GA’ = >

C ^ , ^ )  e /?.

11

e R ■ Zatem 6 R.
c.n .d .

Def. 9. Najmniejszą relację równoważności R w X  zawierającą daną 
relację R  w X  nazywamy relacją rozpiętą na relacji R  w X.

Zastanówmy się teraz nad problemem największej relacji równoważno­
ści R zawartej w dowolnej re lacji R w X. Jeżeli ( V * r e  X )  ^ R,  to
oczywiście R nie istnieje. Przypuśćmy zatem, że (3 *r € X )  | (-*,«0 6 R i 
rozważmy następujący:

Przykład 1 . Niech ,jc^,jcy  ję, ,jĉ  •

^  a  ^  C  ^  i  (  )  i  ( t  - * 3 )  ,  ^  - ^ 2 9 ^  ” * 2 *  "*2  ^  ^  * ^ 2 1 **3 ^  “ * 3 *  ^  *

"̂*3* **2  ̂ ’ ^ 3 ’ “̂ 3̂  , v. ^

) . '"*5 ’ '*5  ̂ * ^ 6 *^6  ̂  ̂‘

Wykres relacji R
u u #

... ą

zaznaczono linią ciągłą.
" " przerywaną.
" " kropkowaną.

Ry — 1 *̂ 1 ̂  >-*2  ̂ , v«*2»,/'r2  ̂ >(-*2»“̂ j) . “̂̂ 3f

^ y * ? ) 9>'''xy J(y> * ̂ *̂ 4.*' ’̂ . ^ * » ' ' * ^ 5 ,ŵ5̂  "
/0 jest oczywiście relacją równoważności. Przypuśćmy, że istnieje re ­

lacja równoważności R taka, że £  c  A*. Spróbujmy skonstruować R do-



łąc2ając do po jednym elemencie ( i  konsekwentnie inne elementy tak, aby

R  była relacją równoy-ażności) . Ze względu na definicję R  ̂ i R możliwe są 
jedynie następujące przypadki:

R-y ŁJ J

R | IJ t

R  ̂ u *

R  ̂ u {U 5>Jt'3')} .

Rozpatrzmy pierwszy z nich (dla pozostałych rozumowanie jest analo­
giczne) .

df
R  - By U { (^ j ,  jĉ )}  *

Ponieważ € - i ==> '̂JC2 fA3

a  Cjr^t e R = = > (^ 2 »-^ ) e  A*e (**2 ’  ̂ stąd sprzeczność z zało­
żeniem R c  R . P rzez dołączenie do /?̂  więcej niż jednego elementu ( i  kon­

sekwentnie innych elementów tak, aby R była relacją równoważności) , tak­
że otrzymamy sprzeczność z Rc. R. Nie istnieje taka relacja równoważno­
ś c i^  że

R^ <=. R^ ę  R.

Rozpatrzmy teraz relację R2 -  { ( ^ » - « j )  , (^ , - c , )  , (u^.ji^) , (-*2 ,jr2^ •

*̂̂ 3 , »-*3 )  » >(,/*2 >*^)>

’"*5  ̂ * ^ 6  '"*6^  "

R 2 jest relacją równoważności różną od

Przeprowadzając dla niej analogiczne rozumowanie jak dla R  ̂ otrzymu­

jemy jako wniosek, że nie istnieje taka relacja równoważności ^ > że

r 2 <= R 2 <= R.

Jeżeli określimy największą relację równoważności R cr R jako taką, że 
dla każdej re lac ji równoważności R c  R  jest Rcz R , to na mocy powyższych 
rozważań widać, że taka relacja R może nie istnieć.

Jeżeli natomiast określimy największą relację równoważności R c  R jako 
taką, dla której nie istnieje relacja równoważności R taka, że R c R c R ,  to 
w przypadku, gdy O ^ reA ") | (*r,Jr)e R ) , taka relacja R zawsze istnieje, ale 
jak widać z powyższych rozważań, nie musi być wyznaczona jednoznacznie.

12
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1.3. Własności re lacji bliskości i n -równoważności

Def. 10. Relacją zwrotną i symetryczną w zbiorze X  nazywamy relacją 
bliskości w zbiorze X.

Def. 1 1 . C,-pokryciem zbioru X  nazywamy pokrycie jednoelementowe 'X ), 
lub takie pokrycie i C-i)ieD zbioru X, że:

( l )  ( V j e J )  C j )  G y e C j )  \ U , y )  4  c f  .
.1

F 12 . Każde C-pokrycie zbioru skończonego X  wyznacza w niln pewną 
relację bliskości i  na odwrót każda relacja bliskości w X  wyznacza pewne
jego C-pokrycie.

2
Dowód'. Istotnie, relacja fi = [J  Ci jest zwrotna i symetryczna. Z de­

fin icji pokrycia (V-T€ X )  (3  i  ć  J ) J ieie C -  , zatem C- Jf C- iw  kon-
o o o

sekwencji (ur,jr)e f i .  Dowód symetrii f i jest następujący: y )  6 fi < = >

<=*(3 / e  D) | (jr,y ) e c f< ^ O ie J )\ jre C iA y e C t-^>(3 ieJ)\yeCiAJ(eCi<=>(y,x)efi 

Zdefiniujmy pokrycie następująco:

1°. Istnieje *̂ t0 e Ą  ( w przeciwnym razie Bt byłoby zbiorem pustym) .
2 . Jeżeli istnieje takie, że

6 i A  (V  l < i  <  i  - 1 ) | ( • * , - £ , e fi, to wówczas e Bt- ;
(7  = 1 ,2 , . . . ) .

Jeżeli dla każdego jr e X  mamy Je e Bt- , to BjQ « X  i mamy do czynienia 
z pokryciem jednoeiementowym CT) . Przypuśćmy teraz, że C3-r^ B ^  )  i nie

zachodzi ( l )  def. 11, tzn. (3 jf^  B. )  (V y  e B. )  | ( j r ,y)e\J_f B f .  W ta-
o 2 ®

kim razie (V y e  B. )  (3  i . f J )  | 6 , stąd
'o L 1

jc e B. A  ¿/e B-

1 oi w konsekwencji Ą*_) | ( jr ,y ) £ fi. Na mocy 2 definicji pokrycia
da

13

ÍB¿)¿ej  mamy Jte. B. , co daje sprzeczność.
c.n.d.

Def. 12. K -pokryciem zbioru nazywamy pokrycie jednoelementowe (X) 
lub takie pokrycie (A/)i e j  zbioru X, że:

( 1 ) (V j  e J ) (Vx ? ATj) (V y  e łCj )  | U ,y )  4 ¿U  Jćf.

Fl3. Każde lć-pokrycie zbioru X wyznacza w nim pewną relację równo­
ważności i na odwrót każda relacja równoważności w X  wyznacza pewne je­
go /^-pokrycie.

Dowód: Przypadek jednoelementowego pokrycia GO jest oczywisty. Na 
mocy def. 2 i 3 wystarczy dowieść, że a, b e  J a  a i  b =*•Jća  n  ** 0. 
Przypuśćmy, że n f  0. Zatem co najmniej jeden ze zbiorów 
Jćb - Ka jest niepusty. Niech dla ustalenia uwagi Ka - 4 0 a  Jre ~ ,
y e Ka n J^. Ponieważ jt  e K gA y ek q  = = >  (-r,//) e /¿f- . Z drugiej stro­



ny, ponieważ *  jć a y e Kb , zatem f ( j r , y )  4 Otrzymaliśmy więc

sprzeczność, zatem istotnie 

*a n * b ’  ■
c.n .d.

Sformułujmy teraz kilka prostych własności C-pokryć (C/ } ¿ej  dla relacji 
2

bliskości R = Q nie będących relacjami równoważności (F14 ,. . .  ,F l7 ) .

F14. Istnieją co najmniej dwa elementy C-pokrycia CQ , Cb takie, że 
Ca n Cb i  0 ( a  * 6 )..

Dowód: Gdyby przypuścić na odwrót, to #  wyznaczone przez C-pokry- 
cie byłoby relacją równoważności, co daje sprzeczność.

F15. a l b - ,  Ca - Cb i  0 = >  Cb -  Ca + 0.

Dowód.; Przypuśćmy na odwrót, że ¿Jj- Ĉ  f  0 a Cb -  Ca = 0 .  Pociąga 
to za sobą C^c Niech c e. Ca - Cb = >  c 4 Cb . Dla dowolnego d e  Cb ma­
my d e  Cb = >  d e C a. Mamy ( c ,d ) e C%. Zatem (3 c  $ Cb)(VdeQ\(c,d) e df, 
co równoważne jest zaprzeczeniu ( 1)  def. 1 1 .

* J> Si * *

F l 6 . a 4 b ; CQ u Ĉ  nie należy do C-pokrycia. c.n .d.

Dowód: Przypuśćmy, że CQ u Cb ńależy dc C-pokrycia. Mamy Ca C.Ca uCp
zatem na mocy dowodu F15, Ca nie należy do pokrycia, co daje sprzecz-
ność. „  _ j, c .n .d .

F17. o  * b ; Ca n Cb nie należy do C-pokrycia.

Dowód: Przypuśćmy, że Ca n Cb należy do C-pokrycia. Mamy CanCbc  Ca. 
W przypadku Ca n Cb f  0 rozumując analogicznie jak w dowodzie F15, otrzy­
mujemy sprzeczność. O ile natomiast CQ n Cb = 0, tó otrzymujemy sprzecz­
ność z def. 2 .

Def. 13. Relację bliskości P  nazywamy relacją n -równoważności wjf,
o ile  spełniony jest następujący warunek: ( 1) Dla dowolnego ciągu

różnych elementów z X

( | i <  j a  (i , j )   ̂ (n+2, o+3) ) |(jj-, e  /?(n )) = > (  ^ +2, ^ +3) e ;

C/7 > 0 )  .

F l 8 . Relacja ¿7-równoważności w ^  jest relacją równoważności w

Dowód: Z def. 13 jest zwrotna i symetryczna. Warunek ( l )  def. 13
przyjmuje postać:

Dla dowolnego ciągu x ^   ̂ elementów z X

( ( V ( i ' , 7)|i'<_7A U ',j) f  (2 ,3 ) )  | ( ^ )  /?<-°->)= > (^ '2 , '̂3) e ^  ̂  ; co w innym

zapisie wygląda następująco: Dla dowolnych jc , ,JĈ )e ' a

= > (A 2 , ^ )  e

c.n .d .
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F19. Jeśli ę >  yO >  0, to relacja w /  jest re lac jąq.-równoważności

Dowód : N i e c h - ciąg różnych elementów z X taki, że:

C V (i, j )  |i<7 f ( q + 2 ,  q+ 3)) I eR (p )  . Na mocy def. 13

należy pokazać, że ( ^ +2 * C . Ponieważ R ^  jest relacją p -rów­

noważności, więc w szczególności c ią g a j-  spełnia warunek Cl)

def. 13. Zatem (jr  0,S  ~ )e
q+ó c .n .d .

F20. Jeśli /?># >  0, to relacja R ŷ  nie jest na ogół relacją ̂ -równo­
ważności w X . Jako przykład wystarczy rozpatrzyć relację R zdefiniowaną 
w przykładzie 1. Jest ona relacją 1-równoważności, nie jest natomiast re ­
lacją równoważności.

Def. 14. C -pokryciem n -rozłącznym zbioru X  nazywamy takie C -pokry­
cie , ż e :

( l )  ¿i {Cq c\ C^Kn ciybeOAa+b ,

gdzie ¿-i(JT) oznacza moc zbioru X .

F2 l. Każde C-pokrycie /7-rozłączne zbioru X  wyznacza w nim pewną 
relację /7-równoważności i na odwrót każda re lacja/7-równoważnościA^^w X 
wyznacza pewne jego C-pokrycie n -rozłączne.

Dowód: < =
Przypuśćmy na odwrót, że istnieją takie Ca , 0^, że j l  •
Weźmy dowolny element A e Ca - C^. "Na mocy (1 ) def. 11
= K 3  Z^e | U  c f .

( * )  Zatem (*r ,z ^ )^  #  ”  ■

Z drugiej strony z def. 13 mamy: •>

w X.

A A ••• A ( -V ^ m -l) e  1
1,//l )e / ?  (/7̂ /\ ( z l t £/2) e  /?(/?) A . . .  a  |

 ̂“*1 ’ ̂ 1^

(i) < (z^

l ( ( V ( i , j ) )  | U , j  e { l ,. -. ,/7+lj )) | (¿/¿,yj) e

= > (^ ^ ,2^)6 R •

Stąd sprzeczność ( * )  i ( i )  .

Określmy relację R '”  ̂ ^  {(■*.,y ) : GAeZJ) | ( / £ i/e ^i) . Oznaczmy 
iJr ,JC~, . . .  JC Warunek ( l )d e f .  13 można zapisać następująco:
<- 1 77 + 1J

Y^ V u Y -r i i d Q * " n ) = > u n+2 * V 3 ) e  / ? f n ) ‘

Lewa strona (*#.*) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy



Ib

Dokładniej

(3 ^ e L )  | j ^ 7+2} ^

Jeżeli ^  “ -̂2 * t0 cczy ^ ście ^ +2 * *'77+3 ̂  e  * jeże li natomiast

to K C I  n JC. .. Ponieważ z def. 14 n X  )  ^ z a t e m  /  = X
X1 2 , , A1 \  ^ i  *2

i  w konsekwencji (^r - ) e  /?J n+2’ n+3 ,
c.n .d.

F22. A > -  U  C * { ; R . = U  C2 , .; gdzie f e , /)/«-,• (C  , . ) .  -77 łeJ n»i »7+1 je3 77+I ,7 n*1 ieD 77+I j  j e j
C-pokrycia zbioru yf. R„C R P„, R , -  relacja bliskości.77 „ +i*  /?>

Teza: ( V C „ , ) ( 3 C  _ ,)| Cn i Q C  , ..
">ł »7+1,7 I ’ * "+ 1*7

Dowód: (*-) (jr,i/) e /?n = >  (3 £ „  ,-)U eC  . a  ¿/eC ..77 '* * *  1 »7,i  J  77,/

i* ') Przypuśćmy, że nie istnieje takie C że .reC , . a u  e C . ..v ' »7+1,7 n+ 1,7 «+1,7
W takim razie /  e c  , . a  i/ e c  .

»7+1,j  ^ »7+1,Ar
iie j f jr e C  , . - C ,

J /»+1,7 "+1 »7

l ̂ eC/7+l,*: ’ ̂ n + l,/
2

Gdyby ( j r ,u )e  R . to (3  C )  I ( . f ,y ) e  C , ,, cc daje sprzeczność
, . 77 + 1 " +1*z w +l.i

z ( i ) .  Ale (.r ,y ) 4 Rn+1 = > U , y )  4 Rn , co daje sprzeczność z ( # ) .  Zatem

istotnie W C  .) (3  C )| C ę C  .n , t ' /7+l,m\ n , i *  n+\,m
c.n.d.

F23. /? -  U  £ * • ;  R . -  U C 2 . . /Pc  /? ,
n ie o  ntl »7+1 >ej "+1»7 77 n+1.

Teza: (3  C „ ^  j )  | ^  -  O j ^ ^  >  1.

Dowód : Natychmiastowy z F22.

F24. Dla każdej re lacji bliskości R  w X  istnieje takie że R jest
relacją n - równoważności.

Dowód : Na mocy F l2  każda relacja bliskości R określa pewne C -pokry­
c ie. Niech n  + 1 ~ max{^/(Ci ) :  ieO } .  W takim razie ¿/(C; n  C j) n • ^a“ 
tem R jest relacją n  -równoważności.

c.n .d.

1.4. Niektóre własności relacji porządku

Def. 15. Relacją R nazywamy relacją słabego porządku w zbiorze A, 
o ile  spełnione są następujące warunki:

( 1 )  0 , y )  e R A  Q /,z)e  R = > ( j r , z )  e R ;

(2) ( V *  e>4) | (.jr,je)e R-



.Def. l 6 . Relację R nazywamy relacją porządku w zbiorze/J, o ile speł­
nione są następujące warunki:

( 1 )  i-f,y ) e R a  (y ,z ) e R = >  ,z]) e R-,

(2 ) (,V~reA ) | (.je,*) e  /?;

(3 ) i«* ,y ) e R  a  (y,JÓ e  /? =*■ (-*"■= y )  .

Określmy relację S następująco: ( jt, y)e S <==> .a , y) e  R a  (¿/,-r) e r )  , 
gdzie /? jest relacją słabego porządku. Łatwo pokazać, że 3  jest relacją 
równoważności. Ponadto określmy relację R' następująco: ( X , Y ) e R ‘ <===>

<=^KCłTe/4i5) a  ( Y t  /4I5) a  3 u reX ) 3 y e Y ) \ (x ,y )  e R) )  .

F25. R ' jest relacją porządku w zbiorze /4I5.

Dowód: 1 . Udowodnimy najpierw, że:

( * )  ( U e A \ S )  a  ( Y e A  15) a  (3 JceX ) r3 y e  Y )  | U , y ) €  /?)«=► ( X e A 15)a(Yg/4 |5)a

a (YseJD (.VseY) | (s ,  y )e  R ) .

Relacja R  jest zgodna z relacją <$ (patrz def. 6 )  . Istotnie { j r , y ) e R r i j ( , z ) e S  
= > ( j r , y ) e  R / \ ( ^ r , z ) e  R  a  \ z , j e ) e  R  ( z  określenia S )  . Z przechodniościR  
mamy R * r , y )  e R  = * (.Z  ,y ) e  R .  Zatem ostatecznie (^r, y )  e  R  a
a  U f ,  2)  e 6  = > ( . z ,  y )  e  R  ■ Niech teraz Te/łlS. Pociąga to za sobą istnienie 
a e r  takiego, że (a , y ) e R ,  zatem dla każdego ^ł-eT ma miejsce (a,J?)eSA 
a  ( * , y ) e . R .  Tak więc 3 j r e T )  | ( j c , y )  e  /?=>(V>e 70 I i - X ,y )  e  R  . Udogodnili­
śmy więc, 'że : 7e/4ISA (3 - r e D  I ( j r , y ) e / ? z ^ r e A l S / \ ( V s r e r )  | ( * r , y )  e  R ; (do­
wód < =  jest natychmiastowy, wobec faktu

/"e/US = >  T = 0 ).

Udowodniliśmy więc ( * )  .
2. Przechodzimy do właściwego dowodu F22.
2 . 1 . (X ,Y ) e R'/\ (Y ,Z ) e  /?'<=> ( (XeA\S)  a  (YeA\S) a  (Z e  A\S)a(V*€X) 

(V ^ e Y ) (V z e Z ) | ( (-r, i/) e  /? a  {y , 2)  £ # )  )  . Z warunku ( 1)  def. 15 otrzymu­

jemy więc warunek ( l )  def. 16 .

2.2. Z warunku (2 ) def. 15 mamy (ty^eA ) I £ R , w szczególności 
więc (VXe AIS) (V seX ) I ( Ji , Jr ) eR , co z określenia R 1 pociąga za sobą

(V X e A l$  I < X ł )  e /?'.

Udowodniliśmy więc warunek (2 ) def. 16 .

2.3. (]X,Y)eR'A(y,X)eR'-c=*tfeAIS)A  (Ye/łlS)A(VOreJ!0 y yeY%j(, y)eRA(y,x)e/L

Na mocy określenia re lacji 5 mamy: C X ,Y jeR ^C f^eR ^O C eA ł& A iY e  ^|S)a  

a  0/jreX( 0/yeY) I U , y ) e S  stąd: tf,Y )e f? A < Y ,X )e  R'<^>'J(eA |S)A(Ye*IS.)A(X=Y). 
Spełniony jest więc warunek (3 ) def. 16.

c .n .d .
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R o z d z i a ł  2. DEFINICJE TAKSONOMII

Problem taksonomii można najogólniej scharakteryzować następująco: 
Dany jest zbiór obiektów X  i pewna relacja bliskości R̂  e
jest bliski do y . Zagadnienie polega na określeniu takiego pokrycia X, aby 
podobne elementy nie mogły należeć do dwóch różnych klas abstrakcji. Na 
ogół pokrycie to nie jest określone jednoznacznie i można nakładać na nie 
dodatkowe warunki. Na przykład wiemy, że relacja R^, wyznacza w sposób 
jednoznaczny relację rozpiętą na niej ( F i l )  . W związku z tym można 
taksonomię zdefiniować następująco:

Propozycja 1 . Taksonomią w z zbiorze X  przy relacji bMskości R  na­
zywamy przekształcenie: t  : , gdzie R jest relacją rozpiętą na
Ry

Zgodnie z def. 5 t j jest surjekcją.

Przykład 2. R̂  = £( ̂  ̂’ “̂*3 ’ "*2  ̂ ’ ' ^  ^ ^  ’
gdzie A  - { (* ,¿ 0  : ~ r e X }  .

*2 *3 *4 *s ** »-*2  ̂ » i (-*2 »"*j) > (>̂ 2 »-*3)>(*̂ 2 > ) *
r  1 1 f (jr4 ,jr5) - ,U 5 , j^ ) }u 4 l ;

Wykres relacji zaznaczono linią przerywaną;

*1
*2
*3
*4
*S

re lacji R  - linią ciągłą.

Uwzględniając rozważania z punktu 1.3 mamy:

Propozycja 2. Taksonomią w zbiorze X  przy relacji bliskości R  nazy­
wamy przekształcenie: ts  : X~*-X\R, przy czym elementami X\R są klasy ab­
strakcji relacji R w sensie elementówC -pokrycia. Przekształcenie ts jest 
jednowieloznaczne.

Def. 17. Taksonomią w zbiorze ¿i nazywamy przekształcenie T : X-+X\$i, 
gdzie SIb. { R, A?,j R - relacja bliskości.

Def. l 8 . Metodą taksonomiczną w zbiorze X  skończonym nazywamy ciąg 
taksonomii: \

rmi X-*X\Rm gdzie & c  8  c  . . .  c  c  . . .  c  X2 .

R o z d z i a ł .  3. PRZYKŁADY

3.1. Przykład metody taksonomicznej

2
Niech )> oznacza relację słabego porządku w X , spełniającą dodatkow3r 

warunek:

(*) (V jf,t/,zeX) I (-x,y)> (.¿/,S)Ź (2,z) •
Dla relacji ^zdefiniujmy relację równoważności~następująco:



(Vx,y,z,ueX) | ( (zm ) *=> (x ,y )^  (z.u) a  (z .u  {¿c,y)).

F26. (V jc,zeX ) I (-*'>-«') ~  ( z , z ) .

Dowód : Kładąc w warunku (#-) J( = y  marny ( z , z )  , co Vobec
dowolności JT i  Z daje ( z , z )  >. (-*',-*') i w konsekwencji ~  ( z , z )  ■

c.n .d .
2 |

Niech ^  oznacza relację w zbiorze |~ zdefiniowaną następująco:

K  £ ^ < = > ( V ( ^ ) ) ( V U l ) i ,1) ) | ( ( ( ^ i / 2) e ^  ( j- j ,  //j) e = >
•2 1 2

9

F27. Relacja jest relacją porządku w X |~ (natychmiastowy wniosek 
z F25 ).

F28. Relacja >  ma element najmniejszy (na mocy ( * ) )  . Oznaczmy ten 
najmniejszy element przez k- .

1
Obierzmy pewien ciąg klas abstrakcji relacji >

Ą
1 2  m 

i zdefiniujmy relacje bliskości jako

Rn e J 2--

F29. /?XC /?2 C . . .  C C . . .

F30. i?2C . . .  C X „ C . . .

Otrzymaliśmy więc przykład metody taksonomicznej w sensie def. 18.

3.2. Przykład metody taksonomicznej z guasi-metryką

Załóżm y^Of) < C .  Niech JR oznacza zbiór liczb rzeczywistych nieujem- 
nych. Na mocy  ̂twierdzenia Cantora [ 10] istnieje reprezentacja of struktury 
relacyjnej O  » £ >  w <C^P»>>taka, że:

^  (z,¿/) ==*-d { j ( ,y )  >  d ( z , u )  .

Reprezentacja ta wyznaczona jest z dokładnością do funkcji monotonieznej, 
można więc przyjąć, że d (*r ,x ) = 0. Reprezentację tę nazywać będziemy 
ąuaśi-metryką, zaś jej wartości — quasi - odległościami. Konsekwentnie okre­
śla się relację:

d (jr ,y ) = d (z ,u )*= irc l{ jr ,y ) >  d i z , u )  a  d iz ,u ) >  d(.jr,y) ■

F31. ( jr ,y ) ~  (y , * )  = * d ( x , y )  = d (y ,Jt) .

19
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Ciągowi

lć- % k; <  . . .  </ć: <  . . .
L\ Ł2 n **

odpowiada ciąg

OCj ^  «2  ^  ^  OCfj ̂  . . :

zaś ciągowi R^, R^, Rn , . . .  ciąg D ,̂ Z?2> •••» Dn’ ■ ‘ '

gdzie

Ą, -  { ( s>y ) • d(.J(,y) <  oc7/| .

F32. (V n  > 1)| Dn *>Rn \ stąd
i

^ j C  J 2 C . . .  C  B n C  . . .

Zatem ciągowi re lacji bliskości Z? C  Z?2 C . . .C .L n . . .  odpowiada pewien
;iąg re lacji , J©2 , . . . , J 8 n , . . .  gdzie Ą  ¿= 1 , 2 , .. .,/ ?  dowolna ustalona 
relacja z 5 .̂,

F33. ,0 j c  i>2 c  . . . c  . . .

Pozostaje problem określenia ąuasi-metryk dn w zbiorach X̂ \̂ >n. Pr/yjmując
dodatkowo d̂  »  A mamy określoną quasi-metrykę d  ̂ w zbiorze X2\& . Dalej
przypuśćmy, że została określona quasi-metryka w zbiorze X  |«8„,tzn. okre­
ślone są quasi - odległości dn{/ć , , lć  . Z FlO i ‘ F23 wvnika, ż.e ist-

"  w, 1 n , '
nieje co najmniej jedna klasa abstrakcji 

rr>i
/ć . . *> U  K  ̂ gdzie ot >  1.n+1,1 j |B 1 rhĵ  a 1

Ponadto niech

3 i
K  • ./7+ L, *1 77*

Quasi-metrykq c(J+i określa się następująco:

d  ¿ K  , , ’ *  , o) -  fn ^ n -K  , • *  •>)......... K  ) ,  . . .w l  77+1,1 tf+1,2 77 "  /■/. 1 //.2 "  /?. 1

rf,/*' * ić d S ić  . k  ))•
/7,Wj rn. « I j j j /  « ; « v

W przypadku/7?j ■ 2, ot2 »  3 powyższy w/ór redukuje sic do:

, ( *  , ,./c . -  f S d S f ć  k ■ «*(*.' , • A' o) , d l k r ^ , K , V ) -n hl /7, 1, 1 /vi 1,2 ' n tt | «,2  /> /?, 1 //.3 n r>,l u 'o



Niech li■ Xn ■) . Okazuje się [ l5 ]?  że znane metody tzw. hierar­
chiczne można scharakteryzować następująco:

+ a 2^ i , t2)  max(4 ,( ^ ! . ^ 3 ) , dń k:n ,V Kri,Z>) + /3(W  ^  *>,,l ’ ^?,2 ') *

T l .  Nearest neighbour

^1 ̂  1f 2̂̂  15  ̂* * 2'^1 ■ 2̂)  31 ~

T2. Furthest neighbour

C^ i Z j , ^ )  = 0 ; Z2) = 1 ; £ (/  /2) = 0 .

T3. Median

O C y ly l2) - 1/2; - 1/2; /3(^, /2) -  -1/4.

T4. Flexible strategy

a 1( z 1,z2)  = a ; a jC / j.Z j) - a ;  /3(Zr /2)  -  l - 2 a ;

0C-cons tans; Oc >  0 .

T5. Sqd. End. distance

^ ( ^ , ¿ 2) = z1/ (z l + z2) ; a 2(z l f z2) - Z2/(Zj + z2) ; 

- Z, Z_
A z  , z2)  --------^ -^ 2  •

(Zi + Z2) 2

T 6 . Group average
\

oc1(Z1,Z2) - ¿1/(Z1 + Z2) ;  oc2U v l2) .  ¿2/fZj + Z 2) ;

/3(Zi ,  z2) o  o.
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