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1. WSTĘP

Analiza czynnikowa je s t  g a łę z ią  s ta tys tyk i matematycznej, po­
wstałą w początkach obecnego s tu le c ia .  Jednym z j e j  zadań je s t  
wyznaczanie czynników wspólnych, mających największy wpływ naroz- 
patrywany układ cech, a pomijanie tych, których wpływ j e s t  n ie­
is to tn y .  Pierwszymi, k tórzy za c z ę l i  tworzyć i  rozw ijać  ana lizę  
czynnikową, b y l i :  Pearson, Spearman, Burt, Thurstone. W latach 
trzyd z ies tych  ważne wyniki z t e j  dz iedziny uzyska li H o te l l in g  i  
K e l lę y .

Źródłem powstania ana lizy  czynnikowej była konieczność wyna­
le z ie n ia  metod użytecznych w analizowaniu testów psychologicznych. 
W psycho log ii też nowo powstałe metody zna laz ły  początkowo jedy­
ne zastosowanie. Obecnie zakres stosowania ana lizy  czynnikowej jest 
bardzo szeroki i  różnorodny.

W pierwszej części n in ie js z e j  pracy sformułowane j e s t  zagad­
n ien ie ana lizy  czynnikowej, a następnie omówiona metoda GŁÓWNEGO 
CZYNNIKA ( P r inc ipa l-Factor  Kfethod) wraz z algorytmem podanym przez 
H o te l l in ga .  W drugie j podany j e s t  program na ana lizę  czynnikową 
wyżej wymienioną metodą H ote l l in ga .  W częśc i p ierwszej autor ko­
rzys ta ł  z dostępnej mu l i t e r a tu r y ,  z tym że uporządkował opisy a lgo ­
rytmów. Część druga,program,jest oryginalna.

Przyczyną powstania n in ie js z e j  pracy był wyraźny brak systema­
tycznego u jęc ia  ana lizy  czynnikowej w p o ls k ie j  l i t e r a tu r z e  nauko­
wej przy jednoczesnym dużym zapotrzebowaniu metod an a lizy  czynni­
kowej w praktyce ob liczen iow e j.

2. ZAGADNIENIE ANALIZY CZYNNIKOWEJ

Niech fi będzie próbką o N elementach z pewnej popu lacji gene­
ra ln e j .  Dla każdego elementu zbioru B zmierzono n cech (własności) 
X1 , x ,  . • • ♦ tXn , c z y l i  każdemu elementowi zbioru 8 przyporządkowano 
n l i c zb  rzeczyw istych. Wobec tego  elementy zbioru B można in te r ­
pretować jako punkty p rzestrzen i euklidesowej tf-wymiarowej E n , i  
w dalszym ciągu zamiast zbioru B rozpatrywać odpowiadający mu zbiór 
P  punktów przestrzen i En . Współrzędnymi rozpatrywanych punktów są 
wartości kolejnych cech X1 ,X2 , . . . ,Xn , c z y l i  elementami zbioru p  
są punkty:

Pj = (X % 2[ t ••• * X ffi ) ,  £ = 1 ,2 , . . . ,A ' .  ( i )

W a n a l iz ie  czynnikowej korzysta s ię  n a jc zę śc ie j  z innej in te r ­
p re ta c j i  geometrycznej. Zbiór X n  rozpatrywanych cech in terp retu ­
je  s ię  jako zb ió r  n wektorów:

Xj = (Xĵ  , , . . .  » Xy/y ) ,  J  = 1 ,2 , . . . ,/ ? ,  (2/

w p rzestrzen i euklidesowej /V-wymiarowej .



W dalszych rozważaniach cechy Xj nazywane będą zmiennymi. Po­
między tymi zmiennymi i s t n i e ją  pewne k ore la c je ,  scharakteryzowa­
ne tzw. współczynnikami k o r e la c j i

ryk
Sjk

Sj Sk
* j ik  —

gdzie

j e s t  kowariancją pomiędzy.zmiennymi j - t ą  i  A - tą ,  a

N

xr j X * u  > 1 ,2 , . . .  ,r>,
1-1

(3 )

oraz

£ x u - * l  " 1/S~

są odpowiednio średnimi 1 odchyleniami standardowymi tych zmien­
nych. Współczynniki k o r e la c j i  tworzą macierz:

' l i r12 • • * r i  n

r 2\

CMCM
V. • * r 2n

rn\ r/72 • * * rnn

(4 )

Macierz R nie ulega zmianie, J e ś l i  od zmiennych Xj przejdziemy do 
zmiennych Zj przez normalizacj.ę:

X J-X J

SJ

«n. • (5 )

W e fek c ie  zmienne Zj będą miały średnie zero i  wariancję równą
jednośc i.  Po takim przekszta łcen iu  zb iór P przechodzi na zb iór
T punktów:

gdzie

Ti = ( ^2 i  ’ ' ‘ ‘  ̂ ~ • • • 1^,

XJŁ ~ *J

(e)

Zji =
SJ



Zj a  ̂Zj ̂ » ¿y 2 * ••• *  ̂i J  = 1 , 2 , . . .  ,/l# ( 7 )

Dalsze rozważania będą prowadzone dla zmiennych Z/ z założeniem 
n<N . Fakt is tn ien ia  k o r e la c j i  pomiędzy zmiennymi pozwala przy­
puszczać, że i s tn ie je  układ m czynników wspólnych -  F -\, Fz , . . . ,  Fm, 
gdzie  />= ( Fir\t F/a, . . .  , F^N ) I  k = 1,2, n ie  skorelowa­
nych i  unormowanych, takich  że każdą ze zmiennych Z1t ZZ f . . . ,  Zn da 
s ię  przedstawić jako kombinację lin iową:

Zj = aj\F\ + aj2^2 + *** + 7 = 1 ,2,...,/?, (8)

gdzie  U j  = ( U ji, U j i , . . . ,  Uj/t) j e s t  czynnikiem swoistym dla zmien­
nej Z j , Zakładamy, że czynniki Uj \ j  = i , 2 , . . . , / 7 )  są n ie  skore lo­
wane i  unormowane oraz, że są n ie skorelowane z żadnym z czynni­
ków wspólnych 
Zakładamy ponadto, że:

mu n , m+n<N .

Współczynnik djk ( j  = 1 ,2 ........ ..  A- = l , 2 , . . . , / n )  nazywamy ładun­
kiem k - te g o  czynnika wspólnego F̂  w J - t e j  zmiennej Z j . Podobnie 
a j j e s t  ładunkiem czynnika Uj w zmiennej Zj . Ponieważ założyliśmy, 
że czynniki wspólne i  swoiste są nie skorelowane i  unormowane, mo­
żemy wariancję zmiennej Zj przedstawić w następującej pos tac i:

a zbiór X na zbiór Z wektorów:

Vjm jj- Z  ZJ i - ah ~ N ^ FU + - ' +afm

N . N N (9 )

+af  ff +a-/1 W ni Ujl ~

Podobnie możemy wyliczyć współczynniki k o r e la c j i  d la zmien­
nych Z 1tZz , . . . , Zn z układu (8 )  następująco:

rJk=jr £ Z jl Zki—ajA ak1 t j " ‘+aj m akm
”  ¿-1 i-1 /-I



+ aj  ak ~u X jU j i  Uki + aJl akZ jtIL , 1̂1 frz i+“ ' +ajm  ak jr  ¿ 0 ^mi uk 
n i-1 Nl -1 N Im 1

a to  je s t  równe dla j  4 k =■ 1 ,2 ,. . . ,/ ? :

rj k = aj l ak l + aj  2 ak2 + *** + ajm akmf

oraz dla _/ = /r = 1 ,2 , . . . ,/ ?

2 2 2 2
rjj = aj \  + ° j 2 + '* *  + ajm + aj  ~ K/ = * ’

(10)

( 11)

Tak otrzymane współczynniki k o re la c j i  są oczywiście równe warto­
ściom wyliczonym ze wzoru (3 ) ,  ponieważ wyznaczają za leżności ko­
re lacy jn e  pomiędzy tymi samymi zmiennymi. Współczynniki z układu 
(8 ) tworzą macierz:

gdzie  macierz

tHHL__ a 12 •** ° i / 7 7 ~OLi

A =

C5 to
• 

M-
•

°22 

# • • •  •  •
=3

Olz

ant
a„„n2 • • • anm

1
c:

s
1

( 12)

tworzą współczynniki przy czynnikach wspólnych, natomiast współ­
czynniki przy czynnikach swoistych tworzą macierz:

L O . . .  0

a 2 - "  °

0 0  •  •  •  OLr

(13)

W dalszych rozważaniach macierz A będziemy nazywali macierzą ła ­
dunków.

-Celem an a lizy  czynnikowej je s t  wyznaczanie rozważanego układu 
czynników wspólnych F^, F i , . . . ,  Fm, odpowiadających im wektorów:

&k~ (a ik » a2k f ••• * ank~) 1 »2 , . . .  > m ,

zasobów zmienności wspólnej każdej ze zmiennych Zj :

(14 )

m
h j  -  U  Ojk , 

*•= 1
j  a 1 ,2 .........   ,

oraz tzw. ogólnej zmienności wspólnej, wg wzoru:

(15)



n n m
V - Ż J  h j - Ź  X)aj/r • ( i 6)

p I J-1 /C-1

Rozwiązanie tak postawionego zagadnienia an a l izy  czynnikowej 
można rozpatrywać w dwóch wariantach:

1) za łożyć , że czynniki swoiste nie i s tn ie ją ,
2) za łożyć is tn ie n ie  czynników swoistych.

W wariancie pierwszym wzór (8 )  przyjmuje postać:

Zj —ay iF i +- <2/2/■? +... +QjmFm j ( i 7 )

gdzie  jak poprzednio czynniki wspólne F^, F̂ t . . . ,  Fm są n ie  skore­
lowane i  unormowane. Zakładamy, że nie i s t n i e j e  tak i układ czyn­
ników wspólnych F-\, F%, . . . ,  Fffj, gdzie

m<m ,

że

Zj^OjĄ Fi+ojz F i + .. •+Qjfrj Fjfj , j  — 1 y 2 y..., n • ( IB )

Z za łożen ia  tego  wynika, że macierz A j e s t  rzędu m, gdyby bowiem 
była rzędu ą ^ m ,  to  j e j  kolumny byłyby l in iowo zależne [3, s.54], 
tzn. is tn ia łb y  tak i układ l ic z b  , c i t . . . ,  cm n ie  wszystkich rów­
nych zeru, że

c-j ay-j+c^Gyj'1" * d l a  j —1,2 9.• •, n .

Przyjmiemy, że np. c 1 = O, wtedy

C  ?  0 / 7 7

aJ z c7"

i  wzór ( i 7 )  można napisać w postac i:

_/ o 1 ,2 , . , .  ,n,

wbrew za łożen iu , że n ie i s t n i e j e  przedstawienie typu ( i 8 ) .
Na mocy ( iO )

R ~A • A T . (19)

Można udowodnić [ l ,  s. 62 ], że rząd macierzy R Jest równy rzę­
dowi macierzy A.  J e że l i  za łożyć, jak to  n a jc zę ś c ie j  bywa w prak- ,  
tyce , że rząd macierzy R j e s t  równy ,-?, to  wynika stąd, że rząd 
macierzy A j e s t  również n, a w następstwie

m = n .
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W przypadku tym należy znaleźć wszystkie wektory OLj ( j  = 1,2,.../?). 
Można tego  dokonać tzw. metodą KIERUNKÓW GŁÓWNYCH [5] . Następnie 
można pominąć te  z nich, których ładunki ze względu na warunki za­
dania są pomijalne. W ten sposób uzyskujemy przedstawienie cech 
Z j ( j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? )  jako kombinacji l in iow e j mniejszej l ic zb y  czyn­
ników wspólnych, a le  przedstawienie to  ma charakter ty lk o  p rzyb l i­
żony.

W wariancie drugim, któremu poświęcona j e s t  n in ie js za  praca, 
zakładając, że n ie  wszystkie ładunki czynników swoistych w po­
szczególnych cechach Z j ( j  = 1 ,2 , . . . , n )  są równe zeru, sprowadza­
my rozw iązanie zagadnienia do w y liczen ia  wektorów Otk {k = 1,2,...,m). 
Jak wynika ze wzorów ( lO )  i  ( i i ) ,  wyeliminowanie czynników swoi­
stych z układu (8 )  n ie  wpływa na zmianę k o r e la c j i  pomiędzy różny­
mi zmiehnymi, natomiast zmienia wartość współczynnika k o r e la c j i  
zmiennej z samą sobą, który te ra z  je s t  równy

2 2 2 2 
07 = + CLj2 + . . .  + ajm = hj (20)

i zw. zasobowi zmienności wspólnej. Wobec tego macierz korelacji/?  
4 ) przechodzi na macierz

h 2 
h l to

•

* * r in

/? ' =
r  21

to 
to

• • 
• ‘ * r2n

1

•CM

v
5 . . h *

zwaną zredukowaną macierzą k o r e la c j i .  Podobnie równanie ( l 9 )  prze­
chodzi na równanie

R -A  • A T , ( 2 2 )

k tóre  j e s t  podstawowym równaniem ana lizy  czynnikowej. Z równania 
tego  wynika, że j e ż e l i  macierz A j e s t  ustalonego już rzędu m , to 
macierz R ' musi być również rzędu m . Ponieważ zredukowaną macierz 
k o r e la c j i  R '\2 l')  otrzymujemy z macierzy k o r e la c j i  ^ ( 4 ) przez zmia­
nę elementów na głównej przekątnej, to  odpowiedni dobór tych e le ­
mentów, c z y l i  tzw. zasobów zmienności wspólnej, pozwala na uzyska­
nie macierzy R '  rzędu m. 0 pewnych sposobach dobierania zasobów 
zmienności wspólnej będzie mowa w następnym ro zd z ia le .

Na zakończenie n in ie js zego  rozdz ia łu  należy nadmienić, i ż  roz­
wiązanie równania ( 2 2 ) ,  ze względu na macierz A, kończy właściwą 
an a lizę  czynnikową. Wyliczone elementy macierzy A ( 1 2 ) ,  c z y l i  współ­
czynniki kombinacji l in io w e j  układu (8 )  wyrażają pewne za leżności 
pomiędzy zmiennymi wyjściowymi a otrzymanymi czynnikami. Na pod­
stawie tych właśnie za leżnośc i dokonuje s ię  następnie in te rp re ta ­
c j i  otrzymanych czynników. In te rp re tac ja  ta na ogół nie je s t  pro­
sta i  do uzyskania j e j  prawie zawsze potrzebna je s t  dobra, facho­
wa znajomość analizowanego zagadnienia. Dla ewentualnej ła tw ie j ­
s ze j  in te r p r e ta c j i  dokonuje s ię  tzw. " r o t a c j i  ortogonalnych". Dal­
szym etapem wykorzystania wyników ana lizy  czynnikowej są zagadnie­
nia taksonomiczne. Po wyodrębnieniu żądanej i l o ś c i  czynników współ-



nych można wyjściowy zb ió r  T punktów (6 )  z p rzes trzen i /7-wymiaro— 
wej przeprowadzić na zbiór / w p rzestrzen i /77-wymi ar owej czynników 
wspólnych, którego elementami są punkty:

Yl -T i  -A , i  o 1 ,2  N, (23 )

g d z ie  T[ oraz Y/ są macierzam i jednow ierszow ym i.

Właśnie w t e j  /77-wymiarowej p rzestrzen i czynników wspólnych na 
zb io rze  y zagadnienia taksonomiczne w znacznej mierze u legają upro­
szczeniu.

3. DOBÓR ZASOBU ZMIENNOŚCI WSPÓLNEJ

Założenie i l o ś c i  czynników wspólnych opisujących rozpatrywany 
układ cech, jak wynika z rozważań prowadzonych w poprzednim ro z ­
d z ia le ,  powoduje usta len ie  rzędu macierzy współczynników A ,  a to  
pociąga za sobą w myśl ( 2 2 ) usta len ie  rzędu zredukowanej macierzy 
k o r e la c j i  R ' . J e ż e l i  założymy l ic zbę  czynników wspólnych równąmt 
to  rzędy zarówno macierzy A , Jak i  macierzy R ' te ż  będą równe m. 
Aby rząd macierzy R ' był równy m , wszystkie minory rzędu m+1 t e j  
macierzy muszą być równe zeru. Rozpisując powyższy warunek o trzy ­
mujemy układ równań liniowych, z którego można n ieraz w y liczyć  ko­
le jn e  zasoby zmienności wspólnej h j  (j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? ) ,  c z y l i  elemen­
ty  głównej przekątnej zredukowanej macierzy k o r e la c j i  R ' . Łatwo 
s ię  przekonać, i ż  w praktyce obliczen iowej powyższy sposób doboru 
zasobów zmienności wspólnej j e s t  możliwy jedyn ie  wówczas,gdy i lo ść  
cech wyjściowych n j e s t  n iew ielka lub l ic zb a  czynników wspólnych 
m j e s t  b l isk a / ; .  Na ogół ana lizę  czynnikową przeprowadza s i ę , n i e ­
s te ty ,  dla dosyć dużej i l o ś c i  cech wyjściowych i  wyżej podany spo­
sób je s t  rachunkowo bardzo trudny i  prowadzi n a jc zę śc ie j  do ukła­
dów równań sprzecznych. Ponadto rachunkowymi metodami wyznaczania 
zasobów zmienności wspólnej h j { j =  i , 2 , . . . , / 7 )  n ie da s ię  sprowa­
dzić  macierzy R do dowolnie n isk iego rzędu. Zwrócić tu należy uwa­
gę również na to ,  że d la dwóch macierzy różniących s ię  n iew ie le  
te  rzędy mogą być różne. Dlatego te ż  wartości na głównej przekąt­
nej macierzy R dobiera s ię  tak, aby otrzymana w ten sposób macierz 
R ' odbiegała "n ie w ie le "  od pewnej macierzy rzędu m. Tak więc, za­
kłada s ię  a p r io r i  zasoby zmienności wspólnej poszczególnych cech 
i  w y licza  s ię  za pomocą wzoru (16) tzw. ogólną zmienność wspólną. 
Następnie wyodrębnianie czynników wspólnych prowadzi s ię  do chwi­
l i ,  gdy ogólna zmienność wspólna zostan ie  wykorzystana w wystar­
czającym procencie. Tak postawiony problem nie ma ś c is ły ch  teo­
retycznych przesłanek, wskazujących, w jak i sposób należy dobie­
rać zasoby zmienności wspólnej. Dlatego też  sposoby podawane przez 
twórców ana lizy  czynnikowej są oparte wyłącznie na ich  doświadcze­
niach. W za leżnośc i od stosowanej metody ana lizy  czynnikowej, jak 
i  rozwiązywanego zagadnienia sposoby dobierania h j \ j  = i ,2 ,. . . ,/7 , 
są różne. Twórcy ana lizy  czynnikowej sugerują następujące metody:

1. Dobierać />j jako największy ze współczynników k o r e la c j i  j -  
- t e j  zmiennej z pozostałymi zmiennymi. Tak dobierany zasób zmien­
ności wspólnej j e s t  n a jc zęśc ie j  stosowany w metodzie c en tro ida ln e j 
[4 ] .

2. Zasób zmienności wspólnej wyliczony ze wzoru:
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gdzie  /}* 1 rji t0  dwa największe współczynniki korelacji zmien­
nej Zj .

3. Zasób zmienności wspólnej wyliczony ze wzoru

hf - £  rj* / (n -V , **]• (25)
/r-1

4. Przyjmowanie jako dolnej granicy h j kwadratu współczynnika 
k o r e la c j i  w ie lo ra k ie j  y - t e j  zmiennej z pozostałymi n-X zmiennymi.

Jak wykazały praktyczne zastosowania wyżej wymienionych spo­
sobów dobierania zasobów zmienności wspólnych, wartości otrzymane 
każdym z tych sposobów n iew ie le  s ię  różn ią  między sobą. Do wybra­
nia jednak któregoś z nich, jak to  już było  wspomniane,nie ma żad­
nych teoretycznych podstaw. W programie załączonym w n in ie js z e j  
pracy, przy ustalaniu zasobów zmienności wspólnej, można korzy­
stać ze wzorów (24) lub (25 ),  odpowiednio s teru jąc  programem.

4. METODA HOTELLINGA WYZNACZANIA GŁÓWNEGO CZYNNIKA

Teoretyczne podstawy metody GŁÓWNEGO CZYNNIKA stworzył Pear- 
son, natomiast jeden ze sposobów wyznaczania ładunków kolejnych 
czynników podał H o te l l in g .  W niniejszym ro zd z ia le  zostan ie  pokrót­
ce omówiona wyżej wspomniana metoda, a następnie sposób j e j  r e a l i ­
z a c j i .

Ana lizę  zaczynamy od wyznaczenia czynnika F-\t k tórego udział 
w ogólnej zmienności wspólnej je s t  maksymalny. Następnie wyznacza­
my pierwsze pozosta łośc i k o r e la c j i  i  zmienność wspólną po pierw­
szym czynniku. Następnie drugi czynnik wspólny Fz n ie skorelo­
wany z pierwszym, którego udział je s t  ponownie maksymalny, a le  już 
w nowo ob liczone j zmienności wspólnej, i t d .  Proces ten je s t  kon­
tynuowany aż do całkowitego przeanalizowania zmienności wspólnej. 
Tak wyznaczone czynniki wspólne mają tę  właściwość, że są uporząd­
kowane wg ich  wkładu do zmienności wspólnej.

Zmienne, na których będzie prowadzona ana liza  czynnikowa, moż­
na zapisać następująco:

Z j = Qj'\F'\+Q.jzf'i+>"+0.jiTr)Frf) , j  23 i , 2 , •••,/?. (26)

Utwórzmy sumę kwadratów współczynników ajt, będących ładunkami 
czynnika F1 w kolejnych zmiennych Z j{ j  = 1 , 2 , . . . , / ? ) ,  następująco;

/ ̂  = G^^ + <̂ 21 ^/7I * (2T )

Z faktu, że czynnik F-\ ma mieć maksymalne udzia ły w zmienności 
wspólnej V ( i 6 ) ,  współczynniki <2yi ( j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? )  muszą być tak 
dobrane, aby V1 osiągało  maksimum przy zależnościach:

m
rjk  = , &jp / y,A = 1 , 2 , . . .  ,/7, ( 2 8 )

p-1

gdzie  rjk = rkj  ( j  f  k - 1 ,2 , . . . ,/ ? )  są wyliczone ze wzoru ( 3 ) ,  
a rjj j e s t  zasobem zmienności wspólnej h j  zmiennej Zj ( j =  1,2,...,/?), 
dobranym jedną z metod omówionych w poprzednim ro zd z ia le .
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Do maksymizacjl funkc ji n zmiennych, gdy zmienne te  są związa­
ne pewną l ic zb ą  pomocniczych równań, stosu je  s ię  zazwyczaj tzw.
metodę "mnożników Lagrange’ a " .  W przypadku /-t , która j e s t  funk­
c ją  n zmiennych Qn \ j  m 1 ,2 , . . . ,/ ? ) ,  można stosować wyżej wymie­
nioną metodę, ponieważ pomiędzy tymi zmiennymi i s tn i e j e  pewna l i c z ­
ba związków spośród n (/7+1 )/2 związków (28 ),  ja k ie  mamy dla wszy­
s tk ich  zmiennych ajp (j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? }  p = 1 , 2 , . . .  ,m).

Utwórzmy funkcję:
n n m

2 T- ~ H  X 1 V-fc ( rJ * - U  ajp a kp)  * (2 9 )
7-1 k - 1 ' p-1

gdzie  fjjk = są mnożnikami Lagrange’ a. Pochodne cząstkowe tak 
utworzonej funkcji T względem każdej z n zmiennych ayi muszą równać 
s ię  zeru, c z y l i :

n
p L ^ a j t - Y  ju jka^-0 , 7 = 1 , 2 .........n, ( 30 )
daP

i  podobnie pochodne cząstkowe wzgledem wszystkich pozostałych zmien­
nych a jp lp  a 2 ,3 , . . .  ,m) mają być równe zeru, c z y l i :

A T  n d l a /  = 1 , 2 , . . . , / ?
ĄJ— = - Y ( J j k a kp-0 ( 3 1 )
ćajP i  p  = 2 ,3 .........m.

Zestawiając łączn ie  równania (30) i  (31) otrzymujemy

<DT X  ,, d la j  = 1 , 2 , . . . , / ?
-5----- ~^1paj1 akp \ n 1 2  /77 (32)
^ ajP k 1̂ "  “  ’ ' * * * ’ '

gd z ie :  j e s t  "d e l tą  Kroneckera" i  = 1, j e ś l i  p = 1, cf-i« =
= 0, j e ż e l i  p + i .

Mnożąc wyrażenia (32) obustronnie przez <7y~f i  sumując po wszy­
stk ich j  otrzymujemy:

n n n
îp ¿Ej Ą k  Qj'\akp~ 0 f p  = 1 , 2 , . . . ,  m.

j - 1 j - 1 /r-1 (33 )

Z (28) wynika, że
n

akA= JT  V jkap  » A »  1,2,
j=1

Przyjmując
n

 ̂aJ i

(34 )

£oi
oraz korzysta jąc  z (34 ),  równanie (33) można zapisać w postac i:
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$-\p X  ak1 akp= O >
/r-1

11 2 f « • « j/77• (36)

Po pomnożeniu tego wyrażenia przez ajp 1 zsumowaniu po wszystkich 
p otrzymujemy:

n m

aj i  X a k1 X  aj p akp~0 ?
/r-1 P=1

a po skorzystaniu z za leżnośc i (28 ),  w postaci

(37)

/r-1
_/ a 1 , 2 ,. 1 y /? • (38)

Te n równań dla każdej wartości j  mogą hyć zapisane następująco: 

,2
K - A)ai\ * ri 2 ° 2i  ♦

r21 °11 * K  - A) f l2i  +

rxnanx

r2n an\

O

0

( 39 )

r/7 l  a l l  + //72£Z21 ♦ ••• + (hp-A  )ć?/7l O,

gdz ie  A J®st wartością A.) z wyrażenia (3 8 ).  Tak więc maksymizacja 
funkc ji  {27) z równościami ( 28 ) sprowadza s ię  do rozwiązania ukła­
du równań lin iowych (39) z niewiadomymi flyi ( j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? ) .  Wa­
runkiem koniecznym 1 wystarczającym na to ,  aby układ /7 jednorod­
nych równań liniowych miał n ietryw ia lne  rozw iązanie, j e s t  znikanie 
wyznacznika utworzonego ze współczynników przy niewiadomych.W roz­
patrywanym przypadku warunek ten można zapisać w postac i:

h \ -  A (O * * • r in

r21 h \  — \ • • • r2/7

rnx rn 2 . . . h% -  A

0 . (40)

Rozwija jąc ten wyznacznik, otrzymujemy wielomian /7- te g o  stopnia 
ze względu na A . W ro zw in ię te j  formie lub w formie wyznacznika (40/ 
równanie to  j e s t  znane jako równanie charakterystyczne. Podsta­
w iając jeden z pierwiastków równania charakterystycznego na A do 
(39 ),  otrzymujemy rodzinę rozwiązań układu jednorodnych równań l i ­
niowych, określonych z dokładnością do s t a ł e j  proporcjonalności. 
Ponieważ n

xi - j t ah  *
j - 1
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a to  j e s t  y1t c z y l i  w ie lkość, którą maksym!żujemy, można p rzy jąć , 
że V-\ j e s t  równe największemu pierwiastkowi A.! równania (4 0 ) .  Pod­
stawiając ten największy p ierw iastek A1 do układu równań (39),otrzy­
mujemy pewne rozwiązanie a 1if c*21, . . . ,  <xn-\. Następnie, aby było  
spełnione (27 ),  otrzymany wektor normujemy, c z y l i  dz ie lim y każdą 
z jego  składowych przez pierw iastek kwadratowy z sumy ich  kwadra­
tów i  mnożymy przez \ . W re zu lta c ie  otrzymamy l ic zb y :

i  = ^'1 |/ J  "|/ + i>2 i  * * * + ^ V = ••• ,o ,

( 41)

k tóre  są szukanymi ładunkami czynnika ¿"-j w kole jnych zmiennych.
P ierw iastk i A równania charakterystycznego l40) są tzw. warto­

ściami własnymi macierzy R ', natomiast rozwiązaniem układu równań 
(39) dla danej wartości własnej j e s t  tzw. wektor własny macierzy^i 
odpowiadający t e j  wartości w łasnej. Ogólnie więc problem ten moż­
na sformułować następująco: Znaleźć maksymalne A i  /7-wymiarowy wek­
to r  x  jfc 0 tak i,  że

R ' X - K X .  (42 )

Po unormowaniu wektora

*  -  ( a i i *  a 2 i ‘ ••• * ° k } 

wg wzoru ( 4 l )  otrzymujemy wektor

01j  = ( ,^ 2 1 ' * * * '  n̂\ ̂  = ^  ł^"/| |»

którego składowe są szukanymi ładunkami pierwszego czynnika wspól­
nego F-t w kolejnych zmiennych.

Mając wyznaczone wartości ay1 ( j  *» 1, 2 , . . . , n ) ,  c z y l i  współ­
czynniki pierwszego czynnika wspólnego F1 w układzie 126), poszu­
kujemy następnego czynnika, którego udzia ł w zmienności wspólnej, 
p ozosta łe j po pierwszym czynniku, j e s t  maksymalny. Pozostałość ko­
r e l a c j i  po wyodrębnieniu 5-czynników, c z y l i  S - tą  pozostałość ko­
r e l a c j i ,  będziemy oznaczali snK , a zmienność wspólną po ¿-czynn i­
kach -  przez s v. Po wyznaczeniu czynnika pierwszego F-\, pierwsza
pozostałość k o r e la c j i  j e s t  następująca:

1 rjk  =  rJk ~ a H ak l  =  a i 2 ak2 +  • • •  +  ajm akm* J t ^ =  1,2
(43 )

natomiast pozostała zmienność wspólna

^  = / -  v±. (4 4 )

Ogólnie więc macierz pierwszych pozosta łośc i można zapisać jako

*1 = R> ~ ^ i '  (45)

gdzie
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QA~OLyOl\ (46)

reprezentu je  nxn wymiarową macierz iloczynów ładunków pierwszego 
czynnika wspólnego, przedstawionych w wektor kolumnie Ot 1 i  wek­
to r  wierszu Ot\.

Przy określaniu drugiego czynnika wspólnego Fz będziemy maksy- 
mizować wyrażenie

^2 = a 12 + f l 22 + • * '  + a/72*

które  Jest suiflą ładunków F? w wariancjach kolejnych zmiennych Z ft 
Z2, . . . , Z n. Korzystając z za leżności (43) maksymizację tę  przepro­
wadza s ię  ana log iczn ie  jak dla pierwszego czynnika wspólnego. Wy­
znaczamy więc maksymalną wartość własną macierzy R-\ i  odpowiadają­
cy Jej wektor własny t e j  macierzy, którego składowe po unormowa-
?iu są szukanymi współczynnikami aj2 ( j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? )  w układzie 

26). Ana log iczn ie  postępujemy da le j  do momentu, aż wyznaczymy żą­
daną i l o ś ć  czynników.

H o te l l in g  podał sposób wyznaczania kolejnych czynników, c z y l i  
maksymalnej wartości własnej dla symetrycznej macierzy R ' oraz wek­
tora  własnego j e j  odpowiadającego, a następnie maksymalnych war­
to ś c i  własnych d la  macierzy kole jnych pozosta łośc i k o re la c j i  oraz 
wektorów własnych im odpowiadających. Metoda ta  je s t  procesem i t e -  
racyjnym startującym z pewnego zbioru n l i c zb  i  przekształcającym 
j e  przy użyciu obserwowanych k o r e la c j i  tak długo, aż dostateczn ie 
dobrze będą p rzyb l iża ły  (aproksymowały) poszukiwane współczynniki 
pierwszego czynnika wspólnego z układu (26 ).  Przyjmując Jako po­
czątkowy wektor

Ofr =  (ofrl l t  C*2 1 ........................0 ^ ) ,

przechodzimy do wektora

f  “  ^ fll*  f i  1» *** * fn l? *

będącego pierwszym przyb liżeniem  szukanego wektora Ot , poprzez 
transformację

n 2 
f.-y «* 2 U  rjk  wAi* gdzie  rjj **hj,  j  = 1 , 2 , ( 4 8 )

/r- 1
lub w za p is ie  macierzowym w postac i:

f  = R'cx . (49)

J e ż e l i  l ic zb y  <*/i( j  = i , 2 , . . . , / 7 )  są proporcjonalne do cosinu- 
sów kierunkowych pewnej l i n i i  L, to  l ic zb y  fr-\ ( j  = 1 , 2 , . . . ,  n) są 
proporcjonalne do coslnusów kierunkowych l i n i i  ¿1t k tórą otrzyma­
my z l i n i i  L po zastosowaniu transformacji (obrotu ) (48 ).

Na ogół l in i e  i  L , związane odpowiednio z liczbami fj-\ i  
Ofr/1 ( j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? ) ,  nie pokrywają s ię .  Mogą być jednak l in i e  n ie­
zmienne przy t e j  transform acji,  c z y l i  tak ie ,  k tóre  s ię  pokryją.Ta­
kimi niezmiennymi lin iam i są l i n i e ,  d la których i s tn i e j e  wielkość 
A. taka, że

t j \  =  ̂ aj  1 * _ / = l , 2 , . . . , / 7 .



Po podstawieniu tych za leżnośc i do wzoru (48) otrzymujemy:

*  Gyi "  rj± a n  + j 2  °*21 + *** + rjn  a/7l* J  s 1,2f " • n t 

lub po uproszczeniu w pos tac i:

rj \  + j2  °^21 + ••• + ^ 7  “  ^   ̂° j i  + ••• +
7 (50)

+  rjn  “  ° *  j  -  1 .2 ......... /».

Powyższy układ Jest identyczny z układem (39 ).  Tak więc d la każ­
dej l i n i i  niezmiennej j e j  cosintjsy kierunkowe są proporcjonalne 
do rozwiązania układu (39 ),  gdzie  A j e s t  pierwiastkiem równania 
charakterystycznego (.40). Można więc przy jąó , że osiami reprezen­
tującymi ko le jne  czynniki wspólne są l in i e  niezmienne przy trans­
form acji (48 ).

Oczywiście w praktyce należy oczekiwać, że n ie  zawsze uda się 
dobrać tak układ l i c z b  Ohji (j  = 1 ,2 , . . . ,/ ? ) ,  aby od razu l ic zb y  
( y  = 1 ,2 , . . . ,/ ? )  by ły  proporcjonalne do cosinusów kierunkowych osi 
reprezen tu jące j pierwszy (główny) czynnik wspólny. W takim przy­
padku proces i te ra cy jn y  kontynuujemy s tar tu jąc  z ostatn io  wyzna­
czonego wektora f  i  ana log iczn ie  do (49) stosujemy transformację:

( 5 l )

Dokonując czysto  a lgebraicznych przekształceń od równania (5l) prze­
chodzimy do równania:

f - R \ R '  a ) - R ' zou, (52)

które pozwala uzyskać nowy wektor £ przy użyciu wektora startowe­
go ctj i  kwadratu zredukowanej macierzy k o r e la c j i  R ‘ Nie zawsze też  
z tak iego  p rzekszta łcen ia  można otrzymać oczekiwany wynik końcowy 
i  wówczas proces i te ra cy jn y  należy kontynuować d a le j .  Opierając 
s ię  na an a log i i  do osta tn iego  kroku, polepszenie wyników można 
otrzymać przez ko le jne  i lo czyn y  wektora c* z macierzami R a>fR '&  
i t d .  do momentu, aż będzie  spełniony warunek

) a j ? ” -  “ y l p 6 f j  = 1 , 2 , . . . , / 7 ,  ( 53 )
(k)gdz ie  Oh /-) i  cXr są składowymi unormowanych wektorów otrzymanych

w dwóch kole jnycn ite ra c ja ch  T/r+l)-szej i  A - t e j ,  tzn. j e ż e l i  w ^ -  
- t e j  i t e r a c j i  otrzymujemy wektor £f, to  składowe wektora unormowa­
nego wynoszą odpowiednio:

!>ji/rriy x (ęji) t J  -  i , 2 , . . . ,/ ? .

W warunku (53) t  j e s t  z góry założoną dokładnością. Innymi słowy, 
warunek ten kon tro lu je ,  czy przy założonym pewnym stopniu dokład­
ności £, l in ia  odpowiadająca wektorowi wyznaczonemu w (/ r+ l)-sze j 
i t e r a c j i  pokrywa s ię  z l i n i ą  z A - t e j  i t e r a c j i .  Tak przedstawiony 
proces ite ra cy jn y  j e s t  dosyć szybko zbieżny [ i ,  s. 160-171J i  
w praktycznych ob liczen iach  wykorzystuje s ię  nie większe n iż  sze­
snaste potęgi zredukowanej macierzy k o r e la c j i *

J e ż e l i  w /r-te j i t e r a c j i  proces ite ra cy jn y  zostanie zakończą-
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to  można wówczas wyznaczyć pierwszą (maksymalną) wartość własną 
macierzy R '  oraz odpowiadający j e j  wektor własny. Wartością wła­
sną będzie  największa spośród l ic zb  f p  (j  -  1 ,2 , . . . ,/ ? ) ,  gd z ie :

natomiast składowe wektora własnego macierzy R \  odpowiadającego 
t e j  wartości własnej, obliczamy ze wzoru:

°Vl ■ ( f j  l )  ’ J  = (54)

Po unormowaniu tych składowych wg wzoru (41) otrzymujemy szukane 
ładunki pierwszego czynnika wspólnego F-\ w kole jnych zmiennych.

Drugi i  następne czynniki wspólne mogą być uzyskiwane w ana­
log iczny  sposób, gdzie  ustaloną dokładność uzyskuje s ię  stosując 
odpowiednie potęg i odpowiednich macierzy pozosta łośc i k o r e la c j i .  
Przy wyznaczaniu tych czynników można wykorzystać wyniki uzyskane 
przy wy liczan iu  czynnika pierwszego. I  tak, przy wyznaczaniu dru­
g ie go  czynnika wspólnego Fit  korzysta jąc  z przedstawienia macie­
rzy  pierwszych pozosta łośc i k o r e la c j i  R-\ podanego wzorem(45),kwa­
drat t e j  macierzy wyrażony poprzez macierze R i  Ci Jest następu­
ją cy :

R \ = R’2 -  2 R'QX + Q\ . (55)

Stosując odpowiednie p rzekszta łcen ia  i  wykorzystując wcześniej 
wyprowadzone za leżnośc i,  powyższe wyrażenie można sprowadzić do 
p ros tsze j  p os tac i .  Tak więc ze wzoru (46) kwadrat macierzy i l o ­
czynów j e s t  następujący:

q \  =  ( 0!1 o i p ( o i 1 o i p  =  o i ^ a [  oi± )  o i\  =

= 01 x A j Ol [  z (36 )

*  A j  Ol 01 j  ponieważ A j e s t  skalarem.

Stosując ponownie wzór (46 ),  otrzymujemy:

(56)

Ze wzorów (42 ) i  (35) otrzymuje s ię  r e la c ję :

R /0!1 = \ 1 Oli (57)

dostarcza jącą  podstaw do przedstawienia macierzy R'Q-\ poprzez po­
przednio wyliczone w ie lk oś c i .  Mnożąc prawostronnie (57; przez Ol I  
i  k orzys ta jąc  ze wzoru (46 ),  otrzymujemy związek:
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Tak więc kwadrat macierzy pierwszych pozosta łośc i k o r e la c j i  moż­
na zapisać, wykorzystując wzory (56) i  (58) jak następuje:

R 2 = R ' 2 -  X ±QX. (59)

Widać z tego, że do określen ia kwadratu macierzy pierszych po­
zos ta łośc i k o re la c j i  wystarcza ją: poprzednio wyliczony kwadrat wyj­
ściowej zredukowanej macierzy k o r e la c j i ,  os ta tn io  wyliczona war­
tość /li oraz macierz iloczynów Ponieważ do d a ls ze j  analizy,ana­
lo g ic zn ie  jak przy wyliczaniu współczynników pierwszego czynnika 
wspólnego, mogą być potrzebne wyższe potęgi macierzy pierwszych 
pozostałości k o r e la c j i ,  dla przykładu rozpatrzymy, jak można wyra­
z ić  macierz R\ przez macierze R ' i  . Po podniesieniu do kwadra­
tu wyrażenia (59) otrzymujemy:

R \ =  R* -  2 A 1/^Qi  + ą \  . (60)

Stosując ko le jno  (58) do środkowego i  (56) do ostatn iego  wyrazu, 
otrzymujemy:

R \  = R* -  2 A±R'2 Qt + aJ  Qt =
(61)

=  r a  -  2 aJ  ąt ęt -  r a  -  aJ Qt

Analog icznie  można wykazać, że dla t  = 2n (/7 = 1 , 2 , 3 , . . . )

(62)

Wykorzystując odpowiednio wyżej wyprowadzone na leżnośc i, można ana­
lo g ic zn ie  jak w przypadku pierwszego czynnika wspólnego wyznaczyć 
i t e ra c y jn ie  wartość własną A 2 , maksymalną wartość własną macie­
rzy R-i oraz ładunki drugiego czynnika wspólnego Fz w kolejnych 
zmiennych.

Następne czynniki wspólne wyodrębniamy w sposób analogiczny 
i  proces kontynuujemy do ch w il i ,  aż będzie spełniony warunek:

100^ (Vm - V  )./V>6 , (63)

gdzie  <5 Jest żądanym procentem wykorzystania zmienności wspólnej 
przez wyodrębnione czynniki.

17

5. ALGORYTM

Mając dany układ punktów P{- = (,Xf( ,K i i  , . . . , X ni ) ( i =  i ,  2, 
obliczamy w pierwszej ko le jnośc i macierz współczynników k o r e la c j i :

R~( r̂ij~) > 1 , j  -  1 »2 , .  , . , n

ze wzoru (3 ) .  Następnie jedną z metod obliczamy wartości t l j  ( j  =
= i , 2 , . . . , / 7 )  i  wstawiamy je  w miejsce elementów rjj ( c z y l i  jako 
elementy głównej przekątnej) otrzymując zredukowaną macierz kore­
l a c j i  R ' . Mając już wyznaczoną zredukowaną macierz korelacji,prze-

2 — „ A n a liza  czynn ikow a”



chodzimy do właściwej an a lizy  czynnikowej. W pierwszym etap ie  wy­
znaczamy elementy wektora startowego o  następująco: sumujemy e le ­
menty w kole jnych  wierszach zredukowanej macierzy k o r e la c j i ,  wy­
znaczany największą spośród tych sum. Składowymi wektora o0 będą 
i lo r a z y  kole jnych  sum przez tę  największą. Następnie wyznaczony 
wektor mnożymy przez macierz R . W e fekc ie  otrzymujemy wektor f  . 
Wybieramy największą składową tego wektora f  i  d z ie lą c  kolejno skła­
dowe przez tę  największą, otrzymujemy składowe nowego wektora 
Ten nowy wektor j e s t  pierwszym przybliżeniem szukanego wektora wła­
snego macierzy R ' odpowiadającego maksymalnej wartości własnej tej 
macierzy. Przy drugim przyb liżen iu  szukanego wektora mnożymy wek­
to r  a, przez macierz będącą kwadratem zredukowanej macierzy kore la ­
c j i .  Postępując ana log iczn ie , c z y l i  wybierając z otrzymanego ostat­
nio wektora największą składową i  d z ie lą c  ko le jne  składowe przez 
tę  największą, otrzymujemy składowe wektora »w b ęd ą c e go  drugim 
przybliżeniem  szukanego wektora własnego. Następnie sprawdzamy,C2y 
spełniony j e s t  warunek (5 3 ).  J e ż e l i  warunek ten nie j e s t  spełn io­
ny, proces kontynuujemy d a le j ,  wykorzystując odpowiednie potęgi 
macierzy R r. J e ż e l i  natomiast warunek (53; już j e s t  spełniony, wów­
czas szukaną maksymalną wartością własną macierzy R '  j e s t  najwięk­
sza składowa osta tn io  rozpatrywanego wektora (wektor otrzymany z po­
mnożenia wyjściowego wektora c* przez odpowiednią potęgę macierzy 
/?'). Wektor własny Ol1 macierzy R ' odpowiadający wyznaczonej war­
to ś c i  własnej, którego składowymi są ładunki pierwszego czynnika 
wspólnego F-\ w kole jnych zmiennych, otrzymujemy z wektora »  przez 
transformację ( 4 i ) .  Kolejny krok wyznacza procent wykorzystania 
zmienności wspólnej i  sprawdza warunek (6 3 ).  J e ż e l i  warunek ten 
n ie  j e s t  spełn iony, wyznaczamy macierz iloczynów §1  (46 ),  a na­
stępnie macierz pierwszych pozosta łośc i k o r e la c j i  R-\ (4 5 ) .  Postę­
pując ana log iczn ie  Jak przy wyznaczaniu czynnika F-\ wyznaczamy 
drugi czynnik wspólny F z .  szukając maksymalnej wartości własnej 
macierzy R-\ i  odpowiadającego t e j  wartości wektora własnego t e jż e  
macierzy. Dla ła tw ie js z e j  in t e rp r e ta c j i  otrzymanych czynników,jak 
to  już było  powiedziane w ro zd z ia le  drugim, można przeprowadzić 
r o ta c je  ortogonalne. Wyniki uzyskane z ana lizy  czynnikowej na jczę ­
ś c ie j  wykorzystuje s ię  dla wyznaczenia zbioru ty poprzez przekształ­
cenie (2 3 ).  Program załączony w n in ie js z e j  pracy ogranicza s ię  wy­
łączn ie  do przeprowadzenia właściwej ana lizy  czynnikowej wg poda­
nego algorytmu.
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6. OPIS PROGRAMU

W n in ie js z e j  pracy zamieszcza s ię  program napisany w języku 
G ie r-A lgo l £6 -  8 ] ,  r e a l izu ją c y  wyżej opisaną metodę ana lizy  czyn­
nikowej na maszynie cyfrowej GIER. Program ten j e s t  możliwy do uży­
c ia  w przypadku gdy i lo ś ć  zmiennych wyjściowych n j e s t  n ie większa 
od 40. Korzysta on wyłącznie z pamięci "s z y b k ie j " ,  która przy uży­
tym Języku G ie r-A lgo l 4, stanowi pamięć operacyjną plus pamięć bu- 
f  orową.

• Program składa s ię  z trzech  zasadniczych częśc i opatrzonych 
etykietami Bi, B2, B3.

Pierwsza część, opatrzona e tyk ie tą  B i,w y lic za  i  wyprowadza na 
taśmie papierowej perforowanej wartości średnie dla kolejnych 
zmiennych używanych do an a lizy ,  a następnie wariancje ko le jno  dla 
tych zmiennych.
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Część druga, opatrzona e tyk ie tą  B2, o b l ic za  i  wyprowadza na 
papierowej taśmie perforowanej zredukowaną macierz k o r e l a c j i , ś c i ­
ś l e j  dolny t r ó jk ą t  t e j  macierzy.

T rzec ia  część, opatrzona e tyk ie tą  B3, przeprowadza właściwą 
ana lizę  czynnikową, c z y l i  w y licza  dla każdego kole jnego  czynnika 
odpowiadającą mu wartość własną macierzy /?', ładunki tego  czynni­
ka w zmiennych wyjściowych, oraz w y lic za ,  ja k i  procent zmienności 
wspólnej zosta ł wykorzystany po wyodrębnieniu tego czynnika.Wszy­
s tk ie  te  wartości są wyprowadzane na taśmie perforowanej, a po­
nadto procent wykorzystania zmienności wspólnej po wyodrębnieniu 
czynnika F / , c z y l i  tzw. "procent czynnika F(” l i  *  1 ,2 , ...,/7?) jest 
drukowany na monitorze. Danymi dla t e j  c zęśc i są współczynniki two­
rzące macierz R ' , wyliczone w częśc i d ru g ie j ,  lub j e ż e l i  ta część 
nie je s t  l ic zona , przygotowane na papierowej taśmie perforowanej.

Na początku programu zadeklarowany j e s t  p rze łączn ik  switch B:
= Bi, B2, B3, B4; który umożliwia rea lizow an ie  częśc i  p ierw sze j,  
drugie j lub t r z e c i e j  programu, w za leżności od tego , czy po wypi­
saniu przez maszynę na monitorze tekstu

go to  B

uderzymy klawisz odpowiadający l i c z b ie  1, 2 czy te ż  3 . J e że l i  ude­
rzymy klawisz odpowiadający l i c z b ie  4, wówczas przechodzimy do e ty ­
k ie ty  B4, która oznacza koniec programu, i  maszyna kończy jegorea - 
l i z a c j ę  automatycznie wypisując na monitorze tekst "image". Po­
nadto na początku r e a l i z a c j i  programu maszyna wypisuje na monito­
rze  tekst

n a

po czym zatrzymuje s ię  i  czeka na podanie i l o ś c i  wyjściowych cech 
I zmiennych).

W przypadku p rze jśc ia  do l ic z e n ia  częśc i  d rug ie j programu,ozna­
czonej e tyk ie tą  B2, należy włączyć klucz KB, j e ż e l i  chcemy o trzy ­
mać na głównej przekątnej macierzy /?' wartości wyliczone ze wzoru 
(25) lub j e ż e l i  klucz KB nie będzie  włączony, to  elementami głów­
nej przekątnej będą wartości wyliczone ze wzoru (2 4 ) .  Program w 
t e j  częśc i wyprowadza na papierowej taśmie perforowanej dolny t r ó j ­
kąt zredukowanej macierzy k o r e la c j i  d la wyjściowych cech.

W przypadku p rze jś c ia  do l ic z e n ia  częśc i  t r z e c i e j  programu, 
opatrzonej e tyk ie tą  B3, maszyna wypisuje automatycznie na monito­
rze następujące teksty po każdym s ię  zatrzymując:

eps =

i  należy z monitora zadać l ic zb ę  t  . występującą w warunku (53) i  
okreś la jącą dokładność p rzyb liżan ia ,

w =

na co należy odpowiedzieć napisaniem na monitorze 1, j e ś l i  l i c z o ­
na była  część druga (e ty k ie ta  B2) lub 0, j e ż e l i  startujemy z go­
towej macierzy k o r e la c j i ,  a ś c i ś l e j  z dolnego t ró jk ą ta  zredukowa­
nej macierzy k o r e la c j i ,

wyłącz klucz KB 
proc =
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po czym należy wyłączyć k lucz KB ( j e ż e l i  był włączony) i  zadać 
z monitora żądany procent wykorzystania zmienności wspólnej -  wa­
runek (63 ).

Program w t e j  c zęśc i  wyprowadza na papierowej taśmie per foro­
wanej następujące w ie lk ośc i:

1. numer kole jnego czynnika,
2. maksymalną wartość własną odpowiedniej macierzy,
3. ładunki danego czynnika wspólnego w kole jnych zmiennych Z1,

Z^, . . . , Zp,
4. procent wykorzystania zmienności wspólnej po wyodrębnieniu 

tego  czynnika.
Ponadto na monitorze jako informacja zos ta je  wyprowadzony pro­

cent wykorzystania zmienności wspólnej po wyodrębnieniu każdego 
czynnika i  j e ż e l i  w trak c ie  r e a l i z a c j i  t e j  c zęśc i programu zosta ł 
włączony klucz KB, zo s ta je  wypisany tekst

proc =

po którym maszyna zatrzymuje s ię  i  należy wówczas zadać ponownie 
żądany procent wykorzystania zmienności wspólnej, n iekoniecznie 
równy poprzednio zadanemu.

7. SPOSÓB KORZYSTANIA Z PROGRAMU

Dane wyjściowe do programu perforu je  s ię  na taśmie papierowej 
w następującej k o le jn o śc i :

1 .1  -  i l o ś ć  punktów w zb io rze  P  (/V),
2. współrzędne dla każdego punktu zbioru Z7 w dowolnej k o le j ­

ności punktów.
Po wczytaniu przez maszynę programu i  rozpoczęciu  jego  r e a l i ­

z a c j i  na monitorze zo s ta je  wypisany automatycznie teks t :

n =

i  należy z pulpitu podać i lo ś ć  cech wyjściowych (n ) .  Następnie na 
monitorze zos ta je  wypisane

go to  B

Należy wówczas założyć na czytn ik  taśmę z:
a ) danymi wyjściowymi i  uderzyć klawisz odpowiadający l i c z b ie  

i ,  lub
b ) danymi, którymi j e s t  dolny t r ó jk ą t  zredukowanej macierzy 

k o r e la c j i ,  i  uderzyć k law isz odpowiadający l i c z b ie  3.
J e ż e l i  wczytane zos ta ły  dane wyjściowe, to  po k ró tk ie j  chw il i  

zostaną wyprowadzone na taśmę perforowaną wyniki z t e j  częśc i i  
na monitorze ponownie zostan ie  wypisane

go to  B

i  wówczas należy nacisnąć k law isz odpowiadający l i c z b ie  2.W k i l ­
ka chwil po rozpoczęciu r e a l i z a c j i  t e j  częśc i programu maszyna wy­
prowadza na taśmie perforowanej dolny t r ó jk ą t  zredukowanej macie­
rzy  k o r e la c j i  i  ponownie p isze  na monitorze

go to  B
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Można teraz  zakończyć r e a l i z a c ję  programu pisząc 4 lub p rze jść  do 
t r z e c i e j  zasadniczej c zęśc i ,  p isząc 3. Przed napisaniem odpowied­
n ie j  c y fry  należy oderwać z per fo ra tora  taśmę z wynikami. W przy­
padku p rze jś c ia  do częśc i t r z e c i e j  programu maszyna wypisuje ko­
le jno  na monitorze:

eps =

1 należy zadać żądaną dokładność p rzyb l iżen ia  (5 3 ).  Jest to  zazwy­
czaj wielkość rzędu 10“ ^

i  należy napisać 0, j e ż e l i  jako dane był dolny t r ć jk ą t  zredukowa­
nej macierzy k o r e la c j i  lub 1 w każdym innym przypadku

wyłącz klucz KB 
proc =

po tym należy wyłączyć klucz KB -  J e że l i  by ł włączony -  i  zadać 
żądany procent wykorzystania zmienności wspólnej (6 3 ).  Na ogół 
w praktyce wystarcza przyjmować wielkość tę  równą 80. Wielkość tę 
w trakc ie  r e a l i z a c j i  t e j  częśc i programu można dowolnie zn ieniać 
włączając klucz KB. Po włączeniu klucza KB na monitorze zosta­
nie wypisane

proc =>

i  należy podać ponownie żądany procent wykorzystania zmienności 
wspólnej -  mniejszy lub większy od poprzednio zadanego w za leżno­
śc i  od tego, czy otrzymana do danej chw il i  i l o ś ć  czynników wspól­
nych i  wykorzystany przez n ie procent zmienności wspólnej są wy­
s tarcza jące  czy te ż  n ie .  0 tym, i l e  czynników zos ta ło  wyodrębnio­
nych, informuje maszyna przez drukowanie na monitorze (po wyodręb­
nieniu każdego czynnika) tekstu:

procent czynnika F

podając jego  kole jny numer i  procent zmienności wspólnej, jak i Już 
zosta ł wykorzystany po wyodrębnieniu tego czynnika.W trakc ie  rea­
l i z a c j i  programu maszyna wyprowadza na papierowej taśmie per fo ro ­
wanej ko le jno  w ie lkośc i opisane w poprzednim ro z d z ia le .J e ż e l i  żą­
dany procent wykorzystania zmienności wspólnej, zadany z monito­
ra, zosta ł zrealizowany, c z y l i  spełn iony. j e s t  już warunek (63 ),  
wówczas maszyna automatycznie drukuje na monitorze tekst

go to B

Uderzamy klawisz odpowiadający l i c z b ie  4, po czym maszyna na moni­
to rze  wypisuje tekst

image

który oznacza koniec r e a l i z a c j i  programu.



begin comment :PROGRAM 1-ALGOL **

ANALIZA CZYNNIKOWA-metoda HOTELLINGA.

Program wylicza dla:

Bi - średnie i  standardowe odchylenia zmiennych 

B2 - macierz korelacji

B3 - czynniki wspólne i  ich udziały w kolejnych zmiennych 

B1» - kończy program

i f :  startujemy z macierzy korelacji, to w»0 else w=l

n - ilosc cech wyjściowych < Uo

eps - dokładność przybliżenia poszczególnych ładunków 

czynników wspólnych w wyjściowych zmiennych 

proc - procent wykorzystania zmiennej wspólnej;

Integer n, 1, m, i ,  J, t ,  s, t l , k, c,r,w,u; 

real a. b, d, h, g, p, proc, p1,e, eps; 

select(T7)j writecr;

writetext(-^<n=i); n:= readinteger; writecr; 

s e lec t(32) ;  1:= readinteger; 

m:= 0; u:= 0; r:= 0;

begin real array R l, R[ 1 :n,l :n] ,A,Al ,C,S,W[ 1 :n]; 

switch B:-B1,B2,B3,bU; 

real procedure max(X); 

real array Xj 

begin Integer i ;  

a :=Xp];

for i:=2 step 1 until n do begin 

abs(X [i])>a then 

a:=>C[i] else end: 

e.nd integer;

22
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real procedurę KW(r ); 

real array R; 

begin Integer 1, J, kj 

real a;

for j:=1 sten 1 until n do

for 1:=J+1 step 1 until n do begin a:=0;

for k:=l step 1 until n d£>

I f  kS* then a:=a+R[ 1, k]XR[J,k] else 

a:=a+R[k,i ]XR[k, J ] j 

R [J ,i]:=a; end k:

for J step 1 until n do begin a:»0j

for 1:=1 step 1 until n do

I f  l<y then a:=a+R[ j , i  ]̂ 2. else 

a:=a+R[i, J]/f2;

Rtj,J]:=a; endlj

for j :=2 step 1 until n do

for i:=J -l step-1 until 1 d£

R[ J »i] := R [l, j ] j  end procedure; 

select(T7)j wrltetext(<j:<goto B̂ >); 

s:=readinteger; goto Bfsl; 

comment : Generowanie macierzy korelacji. Jeżeli klucz kB włączony;

to elementami głównej przekątnej beda wartości wyliczone 

wzorem /25/. Jeżeli natomiast klucz kB nie bedzie włączony, 

to elementami KłowneJ przekątnej beda wartości wyliczone 

wzorem /2*+ / j

B I:

select(32)j

for 1 step 1 until n begin A[ 1 ] :»0j W[ 1 ] :«0j

for j:«1  step 1 until n R [i,j]:=O j ęnd i;



for J:=• 1 step 1 until 1 do begin

for 1:= 1 step 1 until n dg, S [i]:=  readreal;

for K: = 1 step 1 until n do begin A[k] :»A[k]+S[k];

fo£ i:= l step 1 until n do R[ i,k ] :=R[i,k]+S[ i]xS [k ];

end k; end J;

writecr; writecr;

for k:»1 step 1 until n do begin

A[k] :-A [k ]/ lj wr1te(¿-d .ddddB-di>,A[k] ) j

write text (<(:<, :)>);

i f  k^6»k/6 then writecr;

end k; writecr; writecr;

fo r step 1 until n do

for i : » l  step 1 until n do R [i, j ]  :=R[i, j]-A [ i]XA[ J]xl;

for i  :»1 step 1 until n do begin W[ i ]  :=R [i,1 ];

write (<fc-d.ddddB-d^,W[ i ]/ l ) ;

write text(^<, ^);

i f  ij6=i/6 then writecr;

end i ;  writecr; writecr;

select(17); writetext(^T< go to Bi>);

s:- readinteger; goto Bf si;

for i:»1  step 1 until n do

for J:-1 step 1 until i go R[ 1, j ]  :-R[ i,J]/sqrt(w [i]xw [ J ]); 

for 1:«1 step! until n-1 do 

for Jr-i+l step 1 until n d£ R [i,J ]:-R [J , i] { 

i f  kbon then goto E6 else 

begin fo r i:»1  step 1 until n do 

begin p :— 1; p1 :»- lj
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for k:=1 ster 1 until n do 

begin i f  k-i then goto E;

I f  R [k ,l]^ )l then begin 

I f  R [k ,l]^ i then begin 

pi :=p; t l  :» t ; 

p :»R [k ,i]; t:«k ;

end else begin 

p1:-R [k,l]j t l:«k ; 

ends end;

E: end;

R[ 1,1] :=p X  p l/R [tl,t]j 

end 1} 

end else;

E6: for j:»1  step 1 until n do begin p:=0j

for 1:=1 step 1 until n do 

i f  1 4 J then p:=p+R[l,J]}

R[JjJJs-p/in-1); end J; 

select(32)j wrltecr;

write text (^<Macierz korelacjl^); wrltecr;

for i:=1 step 1 until n do begin wrltecr;

for J:» 1 step 1 until i  do begin

wri te ( <fc-d. dddddd r-d ^ ,R [i, j]); writetext(+:<, i*);

i f  then wrltecr; end J; end 1;

wrltecr; wrltecr;

8elect(17); writetext(£<feo to b}>); 

s:- readinteger; goto Bf b 1:

B3:

write text (^<eps=^>); eps := readreal; wrltecr;



write text(£<w»:j>); w:- readinteger; writecr;

writecr; w ritetext({<5fylacz klucz KB^)j wrltecr; 

wri te text (-t^  roc-^); proc := readreal; wrltecr;

se lec t(32); 

i f  w=0 then begin 

for 1:« 1 step-1 until n do

for J:« 1 step 1 until i  Jo R [ l , ] ] :=  readreal;

for i:=  1 step 1 until n d£,

for j i  step 1 until n 

end then;

fo£ i:»1  step 1 until n do W[i] : »R [ i , l ] ;

writecr; h :» 0;

for i:-1  step 1 until n do

h:-h+W[ i ] ;

fo r i  :=1 step 1 until n dg, begin S[ 1] :=0;

for J :-l seep "\ until n dg,

S [ l ] : -S [ l ]+ R [ i , j ] {  £rri i j  

max (s);

for i  :-1 step 1 until n do Af 11 :-Sf ll/a:

fo r i:=  1 step 1 until n do

for J:» 1 step 1 until n d£, R l{i,J ]:=  R [ i , j ] ;

E0: m:=m+1;

for i  :-1 step 1 until n ¿o A l [ i ]  :«A[ i ] j  

KW(R);

for i  step 1 until n do begin S[ i ]  :«*0;

for J:=1 step 1 until n <|o

S[ i ]  :«S [i]+R[ J ,i ] ;  er& i;



for i  :*>'! ster 1 until n dg, A [i ] :»S[ i]/a;

for i:=1 step 1 until n do begin

I f  abs(A [l]-A l[l])>eps then begin

I f  then goto EO;

end then;

end 1}

for 1:= 1 step 1 until n do

for J:= 1 step 1 until n do R[1,j ]  := RT[ i , J]i

for 1 :=1 step 1 until n do begin C[ 1 ] :=0j

for step 1 until n do

C [i]:=C [i]+R [l,J ]xA [ J]j end; max(C); g:=0;

El; r:=r+l; d:»a; b:»0;

wrlte-textf^ [Czynnik wapolny F̂ -);

w rlte(<Hddcli>,r);wrltetext('^<]i>);wrltecr; wrltechar(TI); 

write text ( «tdamb da» }>); wrl te(^-d.ddddB-d^>,d);

wrltecr;

write text(ł<  udział czynnika w kolejnych zmiennych:)»); 

for 1:=1 step 1 until n do 

b:-b+A[iU2; 

d:=sqrt(d/b); wrltecr;

for 1:=1 step 1 until n do begin A [i ]  :=A[i]xd; 

wrlte(^-d.ddddd)o-d^,A[ 1 ]); wrl te text (^<, >̂);

I f  1¿5=1/5 then wrltecr; end 1; wrltecr;

select(T7); wrltecr;

wrltetext(^<procent czynnika F>>);

write (■feld^r);

writetext(^< = ^);

g:= g-*xd/i2;
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write (4^-ddd.dd^,gx100/h);

I f  kbon then begin wrltecr;

writetext(^<proc=i-); proc := readreal; end then;

wrltecrj select(32);

write text(^< [procent wykorzystania zmiennosci wspolnej ^);

write(i-ddd.ddj>, gxlOO/h); write text ({<]:{>);

wrltecr; wrltechar (11);

i f  gxlOO/h^iroc then goto E3}

fo r i:»1  step 1 until n do

begin S[ 1 ] :-0;

for J:=*1 step 1 until n £o begin 

R[ i , j ]  :=R[ 1,J]-A[1]XA[ J]j 

S [i) :-S [i ]+ R [i,J ];  end J; 

end 1; m:= 0;

max (S);

for i:«1  step 1 until n dg A l [ i ]  :=S[ i]/a; 

fo£ 1:- 1 step 1 until n do 

fo r 1 step 1 until n jjg

R1[1,J]:- 

E7: KW(R); m:= m+1;

fo r i:=1 3tep 1 u n t i l  n do 

begin  S [i] :»0 ;

for J:=1 step 1 until n dg 

S [i ] :-S [i ]+ R [i,J ];  

end i ;  

max(S);

fo r 1:«1 step 1 until n ¿o A[ 1] :**S[i]/a; 

for 1:» 1 step 1 until n do

28
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begin

i f  abs(A[ i]-A l[l])> ep s  then begin 

I f  m<2 then begin 

for 1:= 1 step 1 until n do 

AT[ 1 ] A[ i ] j  

goto E7; end i f ;  

end then; end i; 

for i:=  1 step 1 until n do 

for J 1 step 1 until n do R [i,J ] := R1T1,J];

E1*: u:=u+l;

for 1 :=*1 step 1 until n do 

A l [ i ] : - A [ l ] ;

for i : » l  step 1 until n do 

begin C[1 ]:»0;

for J:=l step 1 until n do 

C[i]:-C[i]+R[1,J]XA1[J]; 

end i; 

max(c);

for 1 :=1 step 1 until n do A [l] :=*C[i ]/a;

for i:=1 step 1 until n do

begin

I f  abs(A [i]-A l[i])>eps then begin 

i f  u<? then goto E1*; end i f ;  

end 1; goto El;

E3: wrltechar(l2); select(17); writetext(*t<feo to Bi>); 

s:= readinteger; goto B[s];

Bt:

end array; end PROGRAM;
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